
Mongolyn Matematikiïn 43-r Olimpiadyn
dvngiïn tuxaï taïlan

C.Da²dorj
Ärxäm xündät matematikq bag² suragqid aa!
Äxläl surguuliïn xamt olon

Mongolyn Matematikiïn 43-r Olimpiad matematikaar
tärgüüläx surguuliudyn näg bolox ”Äxläl" surguuliïn närämjit
bolon 2007 ony 05 saryn 3-naas 05 saryn 08-ny xoorond ”Äxläl
surguul´” däär amjilttaï ¶wagdaj düngää gargaj baïna. Änä
udaagiïn olimpiadad 21 aïmag, Ulaanbaatar xot ba ” Äxläl”
surguuliïn niït 23 bagiïn 67 baga, dundyn bag², 251 suragqid
orolcoj niït 318 xün oµun uxaan, aw³¶as qadwaraa sorin urald-
laa. Änä udaagiïn olimpiadyg zoxion baïguulaxad ”Äxläl" sur-
guuliïn xamt olny oruulsan xuw´ nämäriïg ünälj bara²güï µm,
tuxaïlbal tus surguuliïn zaxiral Mongol Ulsyn awraga matem-
atikq bag² A.Änxjargal tüüniï äxnär Änxtuul, tus surguuliïn
surgaltyn albany darga Lxamnorjmaa, axlax bag² Adilbi²,
Püräwjaw, bag² Orxonbaatar, Naranbat, Ariunbold nar xamt
olnoo xo²uuqlan ajillasnyg onclon tämdägläe. Mön sätgäl
sanaagaar dämjij, sanxüügiïn tuslalcaa üzüülsän 1997 ond 11-r
surguuliïg tögssön A.Änxjargal bag²taï 10a angiïn xamt olon
550,000tög 30.000ien, 1981 ond 41-r surguuliïg tögssön M.Adilbi²
bag²taï 10w angiïn xamt olon 300.000tög, "Äxläl" surguuliïn
äcäg äxqüüd 400,000tög, "Nomun" klinikiïn ämnälgiïn zaxiral
D.Änxcäcäg 350,000tög, 1991ony 1-r surguuliïn matematikiïn
angiïg tögsögqid OLLOO. mn-komp´µter 4 ²irxäg, buguïn cagny
töröljsön dälgüür " Time Shop"-yn äzän B.Mönxjargal (1992
ond UBIS-iïn toony angiïn tögsögq) 9cag, 40.000 tögrög
"Nomuun" surguuliïn zaxiral Ärdänää 100,000tög, "Gägääräl"
surguuliïn zaxiral Batsaïxan 100,000tög, "Äxläl" surguul´
3,500,000 tög Närmönx 120,000 tög, Qimädcärän 100,000tög tus
tus xandiwlalaa. Däärx när büxiï niït xamt olon, saïn sanaat
dämjigqiddää Mongolyn niït Matematikqdyn näriïn ömnöös
talarxal ilärxiïl´e.



Olimpiadad 8-r angiïn 89 suragq orolcsonoos 11-r surgu-
uliïn suragq N. Batzorigt (bag² X.Narmandax) 29 onoogoor 1-r
baïr äzälj 8-r angiïn awarga bolloo.11-r surguuliïn Z.Bolor-
Ärdänä (X.Narmandax), 28.5 onoo, mön 11-r surguuliïn M.Molor-
Ärdänä (X.Narmandax) 27 onoogoor, 2-r baïryg, 1-r surguuliïn
suragq L.Änxjargal (Naranxüü) 23 onoogoor, 1-r surguuliïn
B.Zulsar (Bat-Ärdänä) 22.5 onoogoor, mön 1-r surguuliïn G.Mönxbold
(Bat-Ärdänä) 21 onoogoor tus tus 3-r baïryg äzälj alt, möngö,
xüräl medaliïn äzäd bolcgooloo.

Olimpiadad 9-r angiïn 57 suragq orolcsonoos ”Olonlog” sur-
guuliïn O.Ölziïba¶r (bag² Ganbold) 22 onoogoor 1-r baïr äzälj
9-r angiïn awarga suragq bolloo. Öwörxangaï aïmgiïn
B.Luwsanb¶mba() 21 onoogoor, 1-r surguuliïn O.Zorigoo (Sam-
danpäränläï) 20.5 onoogoor, 2-r baïryg, B.Bilgüün (Samdanpärän-
läï) 15.5 onoogoor, 1-r surguuliïn suragq I.Cogba¶r (Samdan-
päränläï)13.5 onoogoor ”Olonlog” surguuliïn O.Soëlmaa (Gan-
bold) 12.5 onoogoor tus tus 3-r baïryg äzälj alt, möngö, xüräl
medaliïn äzäd bolcgooloo.

Olimpiadad 10-r angiïn niït 59 suragq orolcsonoos 1-r sur-
guuliïn suragq Ä.Tämügä (bag² Ba¶nbat) 33.5 onoogoor 1-r baïr
äzälj Ulsyn matematikiïn 43-r olimpiadyn 10-r angiïn awarga
suragq bolloo. ”Olonlog” surguuliïn Ä.Änxza¶a (Ganbold), 1-r
surguuliïn G.Oµundar´ (Ba¶nbat) nar tus bür 24 onoogoor 2-r
baïryg, 11-r surguuliïn G. Jawxlan-Oqir (Batza¶a) 21.5 onoo-
goor, 11-r surguuliïn G.B¶mbasürän (Bu¶ntogtox) 19 onoogoor,
84-r surguuliïn P.Qinzorig () 18 onoogoor tus tus 3-r baïryg
äzälj alt, möngö, xüräl medaliïn äzäd bolcgooloo.

Olimpiadad 11-r angiïn niït 46 suragq orolcsonoos ”Olon-
log” surguuliïn B.Sum³¶a (bag² Ganbiläg) 23 onoogoor 1-r baïr
äzälj Ulsyn matematikiïn 43-r olimpiadyn 11-r angiïn awraga
suragq bolloo. 1-r surguuliïn N.B¶mbajaw (Ba¶nbat )17.5 onoo-
goor, Uws aïmgiïn N.Baljinn¶m (R.Odgäräl) 17 onoogoor 2-r
baïryg 1-r surguuliïn N.Gansoronzon (Bat-Ärdänä)15 onoogoor
Xöwsgöl aïmgiïn B.Cänd-Aµu² (Ad³¶axüü) 9.5 onoogoor ”Mon-
Turk” surguuliïn B.Xüdär (Da²dorj) 8.5 onoogoor tus tus 3-r
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baïryg äzälj alt, möngö, xüräl medaliïn äzäd bolcgooloo.
Ulsyn Matematikiïn 43 dugaar olimpiadad amjilttaï orolc-

son däärx när büxiï suragqid, olimpiadad suragqdaa amjilttaï
bältgäj orolcuulsan bag² nar bolon surguuliudyn olimpiadyg
zoxion baïguulax xoroo bolon niït matematikqdyn näriïn öm-
nöös qin sätgäliïn talarxal ilärxiïl´e.

Bag² naryn olimpiadyg baga, dund gäsän xoër angilalaar
¶wuulsny dotroos baga angiïn matematikiïn 30 bag² orolcsonoos,
”Olonlog” surguuliïn bag² P.Qimäg 30 onoogoor türüülj, Sälängä
aïmgiïn bag² G.Tümändälgär 25 onoogoor, ”Äxläl” surguuliïn
bag² T.Naranbat 22 onoogoor udaax baïruudad orloo.

Dund angiïn bag² naryn olimpiadad niït 37 bag² orolc-
sonoos ”Olonlog” surguuliïn bag² B.Ganbiläg 29.5 onoogoor türüülj,
"Äxläl" surguuliïn bag² T.Xulan 24.5 onoogoor, Uws aïmgiïn
bag² R.Odgäräl 23 onoogoor udaax baïruudyg äzläw. Olimpiadad
olon jil togtmol amjilttaï orolcoj buï 11-r surguuliïn bag²
Süränxorlood MMO-43-yn tusgaï ²agnalyg olgox n´ züïtäï gäj
MMOXoroo üzlää.

Bagiïn düngäär aïmag xotuudyg baïr äzlüüläxäd Q.Dawaadorj
axlagqtaï UB xot dundaj onoo 16,15-aar 1-r baïr, R.Odgäräl
axlagqtaï Uws aïmag dundaj onoo 15,42-äär 2-r baïr, T.Xulan
axlagqtaï ” Äxläl” surguuliïn dundaj onoo 11,92-oor 3-r baïr,
G. Ad³¶axüü axlagqtaï Xöwsgöl aïmag dundaj onoo 11,17-oor 4
-r baïrand ²algarlaa.

MMO-43-d 1-r surguul´ 10 medal´, "Olonlog" surguul´ 6 medal´,
11-r surguul´ 5 medal´, "Äxläl" surguul´ 2 medal´ Uws 2 medal´,
Sälängä, Xöwsgöl, Öwörxangaï, UB-yn Mongol-Turk surguul´,
84-r surguul´ tus bür 1 medal´ awq olimpiadad orolcogqdoo xo²u-
uqlan saïxan amjilt gargalaa.

UB xotyn 1-r surguuliïn 10-r angiïn suragq Änxbaataryn
Tämügä "Äxläl" surguuliïn närämjit MMO-43-yn ünämläxüï
awargaar ²algarlaa.

"Äxläl" surguuliïn närämjit MMO-43-yn P.Änxbold uran
bodoltyn ²agnaltnaar Öwörxangaï aïmgiïn 9-r angiïn suragq
B.Luwsanb¶mba, UB 1-r surguuliïn 10-r angiïn suragq Ä. Tämügä,
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Ä.Änxza¶a "Olonlog" surguuliïn 11-r angiïn suragq B.Sum³¶a
nar ²algarlaa.

Änä jiliïn 7-r sard W´etnam ulsyn Xanoï xotod bolox OUMO-
48-iïn bältgäld "Olonlog" surguuliïn 11-r angiïn suragq B.Sum³¶a
1-r surguuliïn N.B¶mbajaw, Uwsyn N.Baljinn¶m 1-r surguuliïn
N.Gansoronzon, Xöwsgöliïn B.Cänd-Aµu² "Monturk" surguuliïn
B.Xüdär, 1-r surguuliïn 10-r angiïn suragq Ä.Tämügä naryg üldääxäär
Olimpiadyn xoroo ²iïdwärlälää.

OUMO-48-iïn bältgäld bagtaj ²algarsan ta büxändää amjilt
xüsq, Mongolynxoo näriïg dälxiïn tawcand duursgax xündtäï
bögööd xariuclagataï üïl xärgiïn tölöö idäwxi qarmaïlt gar-
gan saïn bältgäj amjilttaï orolcoxyg Mongolyn niït Matem-
atikqdyn näriïn ömnöös daalgaj baïna.

Ärdäm oµun dälgärq Mongold matematikqdyn oµun uxaan
ulam xögjin däw²ix boltugaï. Anxaaral taw´san ta büxänd
ba¶rlalaa.

Ulaanbaatar xot, 2007.05.08
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Mongolyn Matematikiïn XLIII Olimpiadyn
bagiïn nägdsän dün

ù Aïmgiïn när VIII IX X XI Baga Dund niït dundaj
onoo Baïr

1 Ulaanbatar 207.5 106 173 103.5 83 134.5 807.5 16.15 I
2 Uws 20.5 7.5 17.5 17 7 23 92.5 15.42 II
3 Äxläl 16.5 3.5 5 0 22 24.5 71.5 11.92 III
4 Xöwsgöl 8 10 16 9.5 18 5.5 67 11.17 IV
5 Orxon 7.5 2 9 7.5 15 17 58 9.67 V
6 Öwörxangaï 10 21 7 0.5 8 1 47.5 7.92
7 Xowd 11 3.5 14 0 13 1.5 43 7.17
8 Sälängä 3 0.5 9 1 25 1.5 40 6.67
9 Arxangaï 16 2 7 7 4 3 39 6.50

10 Darxan-Uul 5.5 7.5 9 8 8 0.5 38.5 6.42
11 Dornogow´ 17.5 3 3 0.5 7 0.5 31.5 5.25
12 Dundgow´ 8.5 7 4.5 0.5 3 0 23.5 3.92
13 Ba¶n-Ölgiï 0 16.5 0 4 2 22.5 3.75
14 Dornod 0.5 8.5 1.5 1.5 8 1 21 3.50
15 Ömnögow´ 1.5 0 0.5 0 16 2 20 3.33
16 Zawxan 5 1 2 0 8 1 17 2.83
17 Töw 0 0.5 4 0 9 0.5 14 2.33
18 Xäntiï 0.5 1 4 1 5 0 11.5 1.92
19 Gow´sümbär 0 0.5 2 7 1 1 11.5 1.92
20 Süxbaatar 2 0 2 7 11 1.83
21 Ba¶nxongor 0 7 4 11 1.83
22 Bulgan 0.5 0.5 1 0.17
23 Gow´-Altaï 0.5 0 0 0 0.5 0.08
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MMO-43, VII angiïn III dawaany bodlogo

B.Sandagdorj (MUBIS), Ä.Azjargal (MUBIS)

VII-A1 (B.Sandagdorj).
469
1998

butarxaïn taslalaas xoï²ix 2007 dax´
cifriïg ol.

VII-A2 (B.Sandagdorj). x, y bodit toonuudyn xuw´d x2+xy+y2 = 4
ba x4 + x2y2 + y4 = 8 baïdag bol x6 + x3y3 + y6 ilärxiïläliïn
utgyg ol.

VII-A3 (B.Sandagdorj). 9×9 tawlicad 1-ääs 81 xürtälx toog biqiw.
Toonuudyg ¶aj q baïrluulsan biqigdsän toonuudyn ¶lgawar n´
6-aas bagagüï baïx xör² xoër nüd oldoxyg batal. (Erönxiï tal-
taï nüdnüüdiïg xör² nüd gänä.)

VII-B1 (Q.Gantömör). x+y+z+xy+yz+zx+xyz ilärxiïlliïn utga
xyz gäsän 3 orontoï too garaw. Ug gurwan orontoï toonuudyg ol.

VII-B2 (B.Sandagdorj). Angiïn niït suragqdyn 95,5 xuwias bagagüï,
96,5 xuwias xäträxgüï duguïland xiqäällädäg bol angi xamgiïn
cööndöö xädän suragqtaï wä?

VII-B3 (Q.Gantömör). 100-aas 10000 xürtläx natural toonuud dotor
¶g gurwan cifr n´ ijil too xiqnään baïx wä?

VII-A1.
469
1998

= 469 : 1998 = 0, 2347347... gäj biqigdäx buµu
taslalaas xoï² 2-yn cifr, 347 gäsän gurwan orontoï too dawtagdana.

2006 = 3 · 668 + 2 buµu 2007 dax´ cifr n´ 4 baïna.
VII-A2. x4 + x2y2 + y4 = 8-iïg xuwirga¶.

8 = x4 + x2y2 + y4 = (x2 + y2)2 − (xy)2 =

= (x2 + xy + y2)(x2 − xy + y2) = 4 · (x2 − xy + y2)

buµu x2 − xy + y2 = 2 bolno.{
x2 + xy + y2 = 4
x2 − xy + y2 = 2 ⇒ x2 + y2 = 3; xy = 1 gäj garna.

x6 + x3y3 + y6 = (x2 + y2)(x4 − x2y2 + y4) + x3y3 =

= 3(x4 − x2y2 + y4) + 1 = 3((x2 + y2)2 − 3x2y2) + 1 = 3(32 − 3) + 1 = 19

bolno.
VII-A3. aij-aar i-r mör, j-r baganand biqigdsän toog tämdägläe.

Äsrägääs n´ üz´e, tägwäl xör² xoër nüdänd biqigdsän toonuudyn ¶l-
gawar 5-aas xäträxgüï ööröör xälbäl |aij − aij+1| ≤ 5 gäx mät baïna.
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anm = 1; ak` = 81 gäwäl 80 = |amn−akl| ≤ 5|m−k|+5|n−`| ≤ 5 ·8+5 ·8 =
80. Ändääs |m− k| = |n− `| = 8 buµu 1 ba 81 n´ näg diagonaliïn tögs-
gölüüd däär baïrlana. 2 = ast gäe. 79 = |ak`−ast| ≤ 5|k−s|+5|`−t| = 80-
aas |k − s|∨ |`− t| ≤ 7 gäj zaawal garax tul 79 ≤ 7 · 5 + 8 · 5 = 75 bolj
zörqild xürnä.

VII-B1. xyz = x+y+z+xy+yz+zx+xyz täncliïg 100x+10y+z =
x+ y + z +xy + yz + zx+xyz buµu 99x+9y−xy = yz +xz +xyz xälbärt
biq´e. Ändääs

z =
99x + 9y − xy

y + x + xy
(∗)

bolox ba z ≤ 9 gädgääs 99x + 9y − xy ≤ 9y + 9x + 9xy ööröör xälbäl,
90x ≤ 10xy buµu y ≥ 9 bolno. Iïmd y = 9 bol (∗)-oos

z =
99x + 9 · 9− 9x

9 + x + 9x
=

90x + 81
10x + 9

= 9

gäj garna.
y = z = 9 üed x + y + z + xy + yz + zx + xyz = x + 9 + 9 + 9x + 81 =
x + 9 + 9 + 9x + 81 + 9x + 81 = 100x + 99 = x99 bolox bögööd manaï
bodlogyn xariu, 199, 299, 399, 499, 599, 699, 799, 899 ba 999 gäj garna.

VII-B2. n-angiïn niït suragqdyn too, k-duguïland ¶wdaggüï suragq-
dyn too (k ≥ 1) baïg.
Bodlogyn nöxcölöör 95, 5 ≤ n− k

n
· 100 ≤ 96, 5 buµu

191
2
≤ n− k

n
· 100 ≤ 193

2

Ändääs 191n ≤ 200n − 200k ≤ 193n buµu 200k ≤ 9n ≤ 2n + 200k bolno.
Ändääs n-iïg olbol 22k +

2k

9
≤ n ≤ 28k +

4k

7
gäj garna. k = 1 üed

22 < n < 29 gäj garax ba n-iïn xamgiïn baga utga n = 23 bolno.
VII-B3. �g gurwan cifr n´ ijil 3 orontoï too aaa xälbärtäï

(1 ≤ b ≤ 9) tul 9 ²irxäg baïna.
�g gurwan cifr n´ ijil 4 orontoï too
1) baaa, Änd b 6= 0, 1 ≤ a ≤ 9, a 6= b xälbärtäï bol ürjix zarqimaar

9 · 9 = 81 ²irxäg baïna.
2) abaa, aaba, aaab (a 6= 0; a 6= b) too tus bür ürjix zarqimaar

9 · 9 = 81 tul niït bodlogyn nöxcöliïg xangax too 9 + 4 · 9 · 9 = 333
²irxäg baïna.
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MMO-43, VIII angiïn III dawaa

B.Sandagdorj, �.Batxi²ig
VIII-A1 (Q.Gantömör). n ≥ 3 baïx natural n toony xuw´d

22n+1
+22n

+1 too nägääs ix gurwan büxäl toony ürjwärt zadarna
gädgiïg batal.

VIII-A2 (�.Batxi²ig). a, b, c, d- äsräg bodit toonuud ba
a + b + c + d = 8 bol

√
4a + 1 +

√
4b + 1 +

√
4c + 1 +

√
4d + 1

ilärxiïläliïn xamgiïn ix utgyg ol.
VIII-A3 (L.Dawaajargal). ABC gurwaljind AH öndör, BE bis-

sektris tataw. Xäräw ∠BEA = 45◦ bol ∠AHE = 45◦ gäj batal.
VIII-B1 (�.Batxi²ig). m ba n natural toonuud ba mn | m2+n2+m

bol m too natural toony kwadrat boloxyg batal.
VIII-B2 (B.Sandagdorj). Büx natural k toony xuw´d 1 × k täg²

öncögtiïg tuuz gäe. �mar natural n xuw´d 2007×n täg² öncögtiïg
xarilcan ¶lgaataï tuuzuudaar xuqij qadax wä?

VIII-B3 (B.Sandagdorj). ABCD trapeciïn AD ba BC xajuu taluud
däär M ba N cägüüdiïg AM

MD
=

CN

NB
baïxaar awqää.MN ²uluun

AC ba BD diagonaliudtaï xargalzan P ba Q cägäär ogtlolcow.
Tägwäl MP = QN gäj batal.

VIII-A1. a4 + a2 + 1 = (a2 − a + 1)(a2 + a + 1) adiltgal a²igla¶.

22n+1
+ 22n

+ 1 =
(
22n−1)4 − (

22n−1)2 + 1 =

=
((

22n−1)2 + 22n−1
+ 1

)((
22n−1)2 − 22n−1

+ 1
)

=

=
(
22n

+ 22n−1
+ 1

)(
22n − 22n−1

+ 1
)

=
((

22n−2)4 +
(
22n−2)2 + 1

)(
22n − 22n−1

+ 1
)

=

=
((

22n−2)2 + 22n−2
+ 1

)((
22n−2)2 − 22n−2

+ 1
)(

22n − 22n−1
+ 1

)
=

=
(
22n−1

+ 22n−2
+ 1

)(
22n−1 − 22n−2

+ 1
)(

22n − 22n−1
+ 1

)
n ≥ 3.

VIII-A2. A =
√

4a + 1 +
√

4b + 1 +
√

4c + 1 +
√

4d + 1
Ko²i-Bun¶kowskiïn täncätgäl bi² xärägläwäl:

A2 = (
√

4a + 1 +
√

4b + 1 +
√

4c + 1 +
√

4d + 1)2 ≤

≤ (12 + 12 + 12 + 12)(4a + 1 + 4b + 1 + 4c + 1 + 4d + 1) =

9



= 4(4(a + b + c + d) + 4) = 144

a = b = c = d = 2 üed A xamgiïn ix utga n´ 12 bolno.
VIII-A3. E cägiïg daïruulan, AC-tald perpendikul¶r

EK ²uluun tat³¶. ∠BEA = 45◦ ⇒ BEK = 45◦ bolno. Iïmääs
M AEB =M KEB ba M AEK n´ adil xajuut täg² öncögt gurwaljin
bolno. ∠KAE = ∠AKE = 45◦. AK xärqim däär diametrtäï toïrog
däär H,E cägüüd or²ix ba AKHE dörwön öncög toïrogt bagtana.
∠AHE = ∠AKE = 45◦ bolno.

VIII-B1. (m,n) = d gäe.
{

m = d ·m1

n = d · n1
, (m1, n1) = 1, m1, n1 ∈ N

m · n | m2 + n2 + m ⇒ d2 | m2 + n2 + n ⇒ d2 | m ⇒ m = d2 ·m2, m2 ∈ N
(m2, n1) = 1,mn | m2 + n2 + n ⇒ m | n2 ⇒ m2 | n2

1 ⇒ m2 = 1; m = d2

bolno.
VIII-B2. Xoër toxioldold awq üz´e.

1-rt: n ≤ 2007 baïg. Tägwäl 2007×n täg² öncögtöd xamgiïn urtdaa
1×2007 tuuz l orno. Iïmääs tuuzuudyn talbaïn niïlbär xamgiïn ixdää
2007+2006+ ...+2+1 =

20072008
2

= 2007 ·1064 baïna. Täg² öncögtiïn
talbaïgaas bagagüï 2007 · 1004 ≥ 2007 · n ööröör xälbäl n ≤ 1004 üed
2007× n täg² öncögtiïg äxniïx n´ 2007 urttaï tuuz. Xoërdugaar n´ 1
ba 2007 urttaï tuuz, gurawdugaar n´ 2 ba 2005 urttaï tuuz ... gäx mät
xuqina.

2-rt: n > 2007 baïg. Tägwäl xamgiïn urt tuuz n´ 1× n buµu tuuzu-
udyn talbaïn niïlbär 1 + 2 + ... + n =

n(n + 1)
2

n´ 2007 · n -ääs bagagüï

baïna. Ööröör xälbäl n(n + 1)
2

≥ 2007·n gädgääs n ≥ 4013 bolno. Xuqin
arga n´ ömnöxtäï adilaar äxniïxiïg n urttaï, tuuzaar 2 daxiïg 1 ba
(n−1) urttaï tuuzaar, ... , 2007 daxiïg 2006 ba n−2006 urttaï tuuzaar
xuqina. n ≥ 4013 üed täd bügd ¶lgaataï.

VIII-B3. Trapeciïn CD suur´ däär E cägiïg CE

ED
=

AM

MD
baïxaar

aw³¶. Tägwäl ME ‖ AC ba NE ‖ BD bolno. Trapeciïn diagonaliudyn
ogtlolcolyn cäg ba NE ∩ AC = L gäwäl MP

PN
=

EL

LN
=

DO

OB
=

CD

AB

bolox n´ x¶lbar garna. Üüntäï adilaar NQ

QM
=

CD

AB
bolno. Ändääs

batlagdaw.
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MMO-43, VIII angiïn IV dawaa

Q.Gantömör

VIII-A1 (B.Sandagdorj). �lgaataï m ²irxäg täg², ¶lgaataï n ²irxäg
sondgoï natural toonuudyn niïlbär 2007 baïw. (5m + 7n) ilärx-
iïlliïn awq bolox xamgiïn ix utgyg ol.

VIII-A2 (N.Argilsan). �lgaataï büxäl toon taluudtaï gurwaljny
näg tal n´ 6 ba perimetr n´ talbaïn xämjäätäï täncüü bol änä
gurwaljny taluudyg ol.

VIII-A3 (Q.Gantömör). x3+y4 = 223 täg²itgäl natural toon ²iïdtäï
µu?

VIII-B1 (Q.Gantömör). 12

1 · 3 +
22

3 · 5 +
32

5 · 7 + ... +
20072

4013 · 4015
niïl-

bäriïg ol.
VIII-B2 (N.Argilsan, C.Qinzorig). ABMC güdgär dörwön öncögtiïn

AB = BC ba ]BAM = 30◦, ]ACM = 150◦ bol AM n´ ]BMC
öncögiïn bissektriss gäj batal.

VIII-B3 (B.Ärdänäba¶r). a, b, c n´ äeräg bodit toonuud bol 1
a(1 + b)

+

1
b(1 + c)

+
1

c(1 + a)
≥ 3

1 + abc
täncäl bi² bieläxiïg batal.

VIII-A1. (5m + 7n) ilärxiïläl xamgiïn ix utgataï baïxyn tuld
m,n al´ bolox ix utgataï baïx ëstoï. Iïmd m ²irxäg täg² n ²irxäg
sondgoï toonuudaa al´ bolox baga bögööd däs daraalsan toonuud baïx-
aar songono.
2007 = (2 + 4 + ... + 2m) + (1 + 3 + ... + 2n− 1) = 2 · m(m + 1)

2
+ n2 buµu

m2 + m + n2 = 2007 ⇔ (m +
1
2
)2 + n2 = 2006, 75 bolno.

Nögöö talaas 5m + 7n = 5(m +
1
2
) + 7n − 2, 5 ba (5(m +

1
2
) + 7n)2 ≤

(52+72)((m+
1
2
)2+n2) = 74·2006, 75 gädgääs 5m+7n ≤ √

74 · 2006, 75−2, 5
buµu m,n ∈ N uqir 5m + 7n ≤ 382 gäj garna. Iïmd 5m + 7n ilärx-
iïläliïn utga xamgiïn ixdää 382 baïna.
5m+7n = 382,m2 +m+n2 = 2007 baïxaar m ²irxäg sondgoï, n ²irxäg
täg² too oldoxgüï x¶lbarxan xaruulj bolno. Ändääs 5m + 7n = 381
baïx toxioldolyg awq üznä. Änä toxioldold q mön däärx qanartaï
toonuud oldoxgüï. Xarin 5m + 7n = 380 baïxad niïlbär n´ 2007 baïx
m ²irxäg sondgoï, n ²irxäg täg² ¶lgaataï natural toonuud oldono.
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Ji²ää n´: m = 27, n = 35 ba (1+3+ ...+69)+(2+4+ ...+52+80) = 2007
bolno.

VIII-A2. Ug gurwaljny taluud n´ a, b, c ba a = 6, b ≤ c baïg. p =
1
2
(a+b+c), S =

√
p(p− a)(p− b)(p− c) = 2p. ⇒ (p−a)(p−b)(p−c) = 4p2

buµu (b + c− a)(a + c− b)(a + b− c) = 32p = 16(a + b + c) ⇒
(b+ c−6)(36− (c− b)2) = 16((b+ c−6)+12) ba (b+ c−6)(20− (c− b)2) =
16 · 12 = 192, b + c − 6 > 0 uqir 20 − (c − b)2 > 1 ändääs 0 ≤ c − b ≤ 4
bolno.
(a) Xäräw (c− b) ∈ {0, 1, 3} baïwal 20− (c− b)2 ∈ {20, 19,−11} ⇒ 192-iïn
xuwaagq bi² gäj garna.
(b) Xäräw c− b = 2 bol b + c− 6 = 12 ⇒ (a, b, c) = (6, 8, 10)
(w) Xäräw c− b = 4 bol b + c− 6 = 48 ⇒ (a, b, c) = (6, 25, 29) bolno.

VIII-A3. 212 ≡ 1 (mod 13) ⇒ 223 ≡ 211 ≡ 7 (mod 13) µm. m ∈ Z
bol m3 ≡ 0, 1, 5, 8, 12 (mod 13) ba m4 ≡ 0, 1, 3, 9 (mod 13) boloxyg ²uud
²algaj bolno. Ändääs x, y ∈ N üed x3 + y4 ≡ 0, 1, 5, 8, 12, 3, 9, 2, 6, 11
(mod 13) baïx l bolomjtoï. Ööröör xälbäl x3 +y4 6≡ 7 (mod 13) bolno.
Ändääs ögögdsön täg²itgäl natural ²iïdgüï gäj garna.

VIII-B1.
k2

(2k − 1)(2k + 1)
=

1
4

(
k

2k − 1
+

k

2k + 1

)
uqir

S =
12

1 · 3 +
22

3 · 5 +
32

5 · 7 + ... +
20072

4013 · 4015
=

1
4

2007∑

k=1

(
k

2k − 1
+

k

2k + 1

)

buµu

4S =
2007∑

k=1

(
k

2k − 1
+

k

2k + 1

)
=

1
1

+
1
3

+
2
3

+
2
5

+
3
5

+
3
7

+ ...+
2007
4013

+
2007
4015

bolno. k

2k + 1
+

k

2k + 1
= 1 uqir

4S = 1 + 2006 +
2007
4015

=
8058105

4015
⇒ S =

1611621
3212

bolno.
VIII-B2. B cägiïg AM -iïn xuw´d täg² xämtäï xuwirga¶. ]BAB′ =

60◦ ba ABB′ n´ adil talt gurwaljin. Tüünqlän A,B′, C cägüüd B cägt
töwtäï näg toïrog däär or²ino. ]ABB′ n´ änä toïrgiïn töw öncög
gädgääs ]ACB′ = 30◦ bolno. Iïmd ]ACB′ + ]ACM = 180◦ bolj C
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cäg MB′ ²uluun däär or²ino gäj garna. Ändääs AM ²uluun BM
ba B′M xärqmüüdiïn täg² xämiïn tänxläg ööröör xälbäl ]BMB′-iïn
bissektriss bolox n´ batlagdaw.

VIII-B3. Batlax täncätgäl bi²iïg (1+abc)-äär ürjääd xoër tald
n´ 3-iïg nämj ögöe. Tägwäl batlax täncätgäl bi²iïn züün tal:

1 + a + ab + abc

a(1 + b)
+

1 + b + bc + abc

b(1 + c)
+

1 + c + ac + abc

c(1 + a)
=

=
(1 + a) + ab(1 + c)

a(1 + b)
+

(1 + b) + bc(1 + a)
b(1 + c)

+
(1 + c) + ac(1 + b)

c(1 + a)
=

=
(1 + a)
a(1 + b)

+
b(1 + c)
(1 + b)

+
(1 + b)
b(1 + c)

+
c(1 + a)
(1 + c)

+
(1 + c)
c(1 + a)

+
a(1 + b)
1 + a

≥

≥ 6 · 6

√
(1 + a)b(1 + c)(1 + b)c(1 + a)(1 + c)a(1 + b)
a(1 + b)(1 + b)b(1 + c)(1 + c)c(1 + a)(1 + a)

= 6

bolj batlax züïl garna. Täncäldää xüräx nöxcöl n´:
(1 + a)
a(1 + b)

=
a(1 + b)
(1 + a)

⇔ (1+a)2 = a2(1+b)2 = a2b2(1+c)2 = a2b2c2(1+a)2

bolno. Ändääs abc = 1

Nögöö talaas 1 + a

a(1 + b)
=

bc(1 + a)
1 + b

=
bc(1 + a)
b(1 + c)

⇒ 1+b = b+bc = b+
1
a
⇒

a = b = c = 1 gäj garna.
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MMO-43, IX angiïn III dawaa

B.Sandagdorj , Ä.Azjargal
IX-A1 (). a3 + 6ab + 1 ba b3 + 6ab + 1 toonuud nägän zäräg büxäl toony

kub bolox büx a, b äeräg büxäl toog ol.
IX-A2 (Q.Gantömör). xyz = 1 baïx äeräg bodit x, y, z toonuudyn

xuw´d

1
(x + 1)2 + y2 + 1

+
1

(y + 1)2 + z2 + 1
+

1
(z + 1)2 + x2 + 1

≤ 1
2

täncätgäl bielnä gäj batal.
IX-A3 (B.Sandagdorj ). ABC gurwaljin ögqää. C oroïn dotood

ba gadaad öncgiïn bissektris AB ²uluunyg xargalzan L ba M
cägüüdäär ogtlow. Xäräw CL = CM bol (AC)2 + (BC)2 = 4R2

boloxyg batal.
Änd R n´ ABC gurwaljnyg bagtaasan toïrgiïn radius.

IX-B1 (Q.Gantömör). (x, y, z, t) büxäl toon döröwtöös
(1). (z, t, x, y) (2). (y, x, t, z) (3). (x+nz, y+nt, z, t) (4). (x+
ny, y, z + nt, t) büxäl toon döröwtüüdiïn al´ nägiïg gargan awq
bolno. Änä üïldliïg xädän udaa xiïsniï daraagaar (3, 4, 5, 7)
döröwtöös (1, 2, 3, 4) döröwtiïg gargan awq bolox uu? (Änd n duryn
büxäl too.)

IX-B2 (Q.Gantömör). A = {1; 3; 5; ...; 2n− 1} olonlogiïg 12 däd olon-
logt, däd olonlog büriïn älementüüdiïn niïlbärüüd täncüü baïx-
aar xuwaaj bolox n-iïn büx äeräg büxäl utguudyg ol. (Änd däärx
12 däd olonloguudyn nägdäl n´ A ba al´ q xoër däd olonlogiïn
ogtlolcol n´ xooson baïna.)

IX-B3 (B.Sandagdorj ). AE ba CD n´ ABC gurwaljny bissektrisüüd
baïg. Xäräw ]BDE : ]EDC = ]BED : ]DEA bol ABC gur-
waljnyg adil xajuut gäj batal.

IX-A1. a ≤ b gäj üz´e. b3 < b3 + 6ab + 1 < (b + 2)3 boloxyg x¶lbar
²algaj bolno. Iïmääs b3 + 6ab + 1 = (b + 1)3 bolox ba 2a = b + 1 bolno.
a3 +6ab+1 = a3 +12a2−6a+1 < (a+4)3 bolno. Ändääs a3 +6ab+1 too
(a + 1)3, (a + 2)3, (a + 3)3-toonuudtaï täncäx bolomjtoï. a3 = 1, b = 1
bolox ba öör a, b äeräg büxäl too oldoxgüï.

IX-A2.
1

(x + 1)2 + y2 + 1
=

1
x2 + y2 + 2x + 2

≤ 1
2xy + 2x + 2

ba x =

a

b
, y =

b

c
, z =

c

a
orluulga xiïwäl 1

2(xy + x + 1)
=

bc

2(ab + bc + ca)
bolno.
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Busad nämägdäxüünüüdiïn xuw´d adil xuwirgalt xiïj xälbäl batlax
täncätgäl bi² garna. Täncäldää xüräx nöxcöl n´ a = b = c = 1 bolno.

IX-A3. Gurwaljny dotood ba gadaad öncgiïn bissektrisüüd per-
pendikul¶r baïna. γ

2
+ (

180− γ

2
) = 90◦.|CL| = |CM | tul M CLM−

adil xajuut täg² öncögt. Iïmääs ∠CLM = ∠LMC = 45◦. Mön
M ALC, M CLB xuw´d 




α +
γ

2
= 45◦

β +
γ

2
= 135◦

(∗)

baïna. ABC gurwaljnyg bagtaasan toïrog däär ∠ACD = 90◦ baïxaar
D cägiïg aw³¶. Tägwäl AD = 2R diametr bolno. Odoo BC = CD
gädgiïg xaruul³¶. ABCD bagtsan 4 öncögtiïn xuw´d ∠ADC = 180◦ −
β ∠DAC = 90◦−∠ADC = β−90◦. Tägwäl (∗)-oos β−90◦ = 45◦− γ

2
= α

bolox ba BC = CD baïna.
IX-B1. �mar q üïldliïn xuw´d zaxyn toonuud bolon dundax toonu-

udyn ürjwärüüdiïn ¶lgawaryn absalµt xämjigdäxüün inwariant boloxyg
x¶lbarxan ²algaj bolno. (3, 4, 5, 7) xuw´d 21−20 = 1 ba (1, 2, 3, 4) xuw´d
4− 6 = −2 garq baïgaa uqraas (3, 4, 5, 7) döröwtöös (1, 2, 3, 4) döröwtiïg
gargan awq qadaxgüï.

IX-B2. 1 + 3 + 5 + ... + 2n − 1 = n2 ba n2

12
∈ N baïna gäe. Änä n´

däd olonlogiïn älementüüdiïn niïlbär bolno. n = 6k, k ∈ N ba däd
olonlogiïn älementüüdiïn niïlbär 3k2 baïx ëstoï. 2n− 1 = 12k − 1 ≤
3k2 ⇔ 3(k − 2)2 ≥ 11 ⇒ k ≥ 4, k 6= 5 gäj xaruul³¶.
k = 5 üed A = {1, 3, 5, ..., 59}, |A| = 30 ba däd olonlog büriïn älemen-
tüüdiïn niïlbär 75 garna. Däd bür dor xa¶j 1 älementtäï ba älemen-
tüüdiïn niïlbär n´ sondgoï too gädgääs däd bür dor xa¶j 3 älement
aguulna. Änä n´ |A| = 30 gädägt zörqinö.
k = 4, 6, 7, 9 üed baïguulalt xiïe.
k = 4 üed A = {1, 3, ..., 47} ba Bi = {2i− 1, 49− 2i}, i = 1, 2, ..., 12
k = 6 üed A = {1, 3, ..., 79} , Bi = {35 + 2i, 73− 2i}, i = 1, 2, ..., 9 ba
B10 = {23, 25, 29, 31}, B11 = {19, 21, 23, 35}, B11 = {1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17, 27}
niïlbär 108
k = 7 üed A = {1, 3, ..., 83} , Bi = {4i − 3, 65 − 2i, 85 − 2i}, i = 1, 2, ..., 10
B11 = {8, 27, 35, 39, 43}, B12 = {4, 11, 15, 19, 23, 31, 41} niïlbär 147.
k = 9 üed A = {1, 3, 5, ..., 107} , Bi = {23 + 8i, 109− 4i, 111− 4i},
i = 1, 2, 3, ..., 7 B8 = {1, 11, 65, 67, 69}, B9 = {3, 15, 73, 75, 77},
B10 = {29, 37, 57, 59, 61}, B11 = {5, 9, 17, 23, 25, 33, 51, 53},
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B12 = {7, 11, 13, 19, 21, 35, 43, 45, 49} niïlbär 243.
Odoo k = k0 üed xuwaalt oldox bol k = k0 + 4 üed xuwaalt oldono.
Bi, i = 1, 2, ..., 12 n´ A = {1, 3, 5, ..., 12k0 − 1}-iïn xuwaalt baïg. A′ =
{1, 3, 5, ..., 12k0 + 4− 1} bol B′

i = Bi + {12k0 − 1 + 2i, 12k0 + 49− 2i}, i =
1, 2, ..., 12 n´ A′-iïn bodlogyn nöxcöl xangax xuwaalt µm.
Ändääs k ∈ {4+4m, 6+4m, 7+4m, 9+4m} ba k 6= 1, 2, 3, 5 baïxad xuwaalt
oldono gäj garna.

IX-B3.
]BDE

]EDC
=

]BED

]DEA
= λ baïg. ]CDE = x, ]AED = y gäwäl

]BDE = λx, ]BED = λy baïna.
Nögöö talaas λx+λy+]ABC = 2α+2β+]ABC = 180◦ buµu λ(x+y) =
2(α + β) baïna.
]DOE = 180◦−x− y = 180◦− (x+ y) = 180◦− (α+β) tul x+ y = α+β
bolj garax ba λ = 2 bolno. Odoo O cägiïn DE xärqmiïn xuw´d täg²
xämtäï cägiïg O1 gäwäl M DOE =M DO1E bolno.
Nögöö talaas DO1, EO1 n´ DBE gurwaljny bissektrisüüd boloxod
xürnä. Iïmääs BO1 bissektris baïna. BO mön bissektris uqir B, O1, O
cägüüd näg ²uluun däär or²ino. OO1 ⊥ DE uqir BO1 bissektris
BO1 ⊥ DE gädgääs ]BDE = ]BED bolno. Ööröör xälbäl M DBE
adil xajuut. ÖTÖ ²injäär M BDC =M BEA uqir AB = BC bolj
batlagdana.
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MMO-43, IX angiïn IV dawaa

�. Batxi²ig (MUBIS)

IX-A1 �lgaataï natural toonuudaas togtox A olonlogiïn aliwaa xoër
älementiïn niïlbär n´ ¶lgawartaa büxläär xuwaagdana. Duryn
natural n toony xuw´d n ²irxäg älementtäï däärx qanaryg xan-
gax A olonlog oldox uu?

IX-A2 (N.Argilsan). A öncög n´ xurc baïx ABC gurwaljny B ba C
oroïgoos äsräg taluudad buulgasan öndriïn suur´ n´ xargalzan
D ba E baïg. AB talaar diameträä xiïsän toïrog EC öndriïg
M cägäär, AC talaar diameträä xiïsän toïrog BD öndriïg N
cägäär ogtolson bögööd M ba N n´ gurwaljny dotor or²ix bol
AM = AN gäj batal.

IX-A3 (B.Xoroldagwa). x, y, z n´ x + y + z = 1 baïx äeräg bodit
toonuud bol

(xy + yz + zx)
(

x

y2 + y
+

y

z2 + z
+

z

x2 + x

)
≥ 3

4

boloxyg batal.
IX-B1 (A.Ganbat). n | xy + 1 baïx duryn natural x ba y toonuudyn

xuw´d n | x + y bieldäg baïx büx natural n (2 ≤ n) toog ol.
IX-B2 (Ä.Azjargal, D.Mönxbaatar). ABC (AB 6= BC) gurwaljny

AA1, BB1, CC1 bissektrisüüd ba C1A1 ∩ CA = M bol ABC
gurwaljnyg bagtaasan toïrgiïn B cägt tatsan ²ürgägq ²uluun
B1M xärqmiïg xagaslan xuwaaxyg batal.

IX-B3 (B.Batba¶sgalan). Büjgiïn ²ildäg xos ²algaruulax täm-
cäänd angiïn suragqid xos bürdüülj orolcow. Ärägtäï ämägtäï
xoër suragq näg xos bolox bögööd näg suragq xädän q xosod orj
bolno. Xäräw xos bür näg büjig büjigläx ëstoï ba suragq bür
täg² toony büjig büjigläxäär baïsan bol xäsäg xugacaany daraa
suragq bür ööriïn büjigläx ëstoï büjgüüdiïn ¶g xagasyg n´
büjigläsän baïxaar xuwiar´ zoxioj boloxyg batal.

IX-A1. Oldono.
Ug olonlogiïg indukcäär baïguul³¶. n = 3 üed A = {1, 2, 3} olonlog

bodlogyn nöxcliïg xangana. n = k üed bodlogyn nöxcliïg xangadag
A = {a1, a2, . . . , ak} olonlog olddog gäe. Tägwäl ai − aj | ai + aj ba
ai − aj | ai − aj gädgääs ai − aj | 2ai ba ai − aj | 2aj gäj mördönö.
p = a1a2 · · · ak gäwäl A = {p, p + a1, p + a2, . . . , p + ak} olonlog bodlogyn
nöxcliïg xangaxyg x¶lbar ²algaj bolno.
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IX-A2. BM ba NC xärqim tat³¶. 4ACE ∼ 4ABD bolox n´
ilärxiï. Iïmd AD

AE = AB
AC (1) baïna. Mön ]AMB = ]AEM = 90◦ ba

]EAM erönxiï uqir 4BMA ∼ 4MEA bolox ba AM
AE = AB

AM , AM2 =
AE ·AB (2) bolno.

]ANC = ]ADN = 90◦ ba ]NAD erönxiï uqir 4CNA ∼ 4NDA
bolox ba AN

AD = AC
AN , AN2 = AC ·AD (3) bolno. (2) -yg (3) -d xar´cuulbal

AM2

AN2 = AE·AB
AC·AD bolox ba (1) -iïg a²iglawal AM2

AN2 = 1 bolno. Ändääs
AM = AN bolno.

IX-A3. Ögsön täncätgäl bi²iïg batlaxyn ömnö xargalzan Ko²i-
Bun¶kowskiï bolon Ko²iïn täncätgäl bi² a²iglan garax daraax xoër
x¶lbar täncätgäl bi²iïg awq üz´e.

a, b, c, α, β, γ -n´ äeräg bodit toonuud bol

a2

α
+

b2

β
+

c2

γ
≥ (a + b + c)2

α + β + γ
(1)

a

b
+

b

c
+

c

a
≥ 3 (2)

täncätgäl bi²üüd bielnä. x

y2 + y
+

y

z2 + z
+

z

x2 + x
=

x2

y2
· y

x(y + 1)
+

y2

z2
· z

y(z + 1)
+

z2

x2
· x

z(x + 1)
=

=
(x

y

)2

· 1
x + x

y

+
(y

z

)2

· 1

y +
y

z

+
( z

x

)2

· 1

z +
z

x

gäj biqääd (1) täncätgäl bi²iïg xärägläwäl

x

y2 + y
+

y

z2 + z
+

z

x2 + x
≥

(
x

y
+

y

z
+

z

x

)2

· 1
1 + x

y + y
z + z

x

bolno. (2) täncätgäl bi²iïg a²iglawal

1 + x
y + y

z + z
x

x
y + y

z + z
x

=
1

x
y + y

z + z
x

+ 1 ≤ 1
3

+ 1 =
4
3

bolno. Iïmd

x

y2 + y
+

y

z2 + z
+

z

x2 + x
≥ 3

4

(
x

y
+

y

z
+

z

x

)
=

3
4

(
x2

xy
+

y2

yz
+

z2

zx

)
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bolox bögööd daxin (1) täncätgäl bi²iïg xärägläwäl bidniï batlax
täncätgäl bi² garna.

Batalgaany xärägläsän täncätgäl bi²üüdääs xarwal däärx täncät-
gäl bi² x = y = z üed täncäldää xürnä.

IX-B1 Äxlääd xoër toony ürjwär togtmol üed xoër too xoldoxod
niïlbär ixäsnä gädgiïg tämdägläe. 24 < n baïg.

Xäräw n − 1 = xy, 1 < x ≤ y < n − 1, x, y ∈ Z bol 1 < x + y ≤
2 + n−1

2 < n bolox ba ändääs n - x + y. Iïmd n− 1 anxny too.
Xäräw 2n − 1 = xy, 1 < x ≤ y < n − 1, x, y ∈ Z bol x 6= 2 bolno.

Ändääs 1 < x + y ≤ 3 + 2n−1
3 < n bolox ba n - x + y. Iïmd 2n− 1 anxny

too.
3n− 1 = xy, 1 < x ≤ y < n− 1, x, y ∈ Z baïg. Xäräw x = 2 bol n− 1

anxny too baïj qadaxgüï. Iïmd x 6= 2 baïna. Mön n− 1, 2n− 1 anxny
toonuud gädgääs 3 | n baïna. x 6= 3 tul 1 < x + y ≤ 4 + 3n−1

4 < n bolox
ba n - x + y. Iïmd 3n− 1 anxny too.

4n − 1 = xy, 1 < x ≤ y < n − 1, x, y ∈ Z baïg. x 6= 2, 4 baïna. 3 | n
baïx tul x 6= 3 baïna. Ändääs 1 < x+y ≤ 5+ 4n−1

5 < n bolox ba n - x+y.
Iïmd 4n− 1 anxny too.

24 ≤ n− 1, 2n− 1, 3n− 1, 4n− 1 anxny toonuud bol 5 | n.
p ≡ 2 (mod 5) ba XIEX(p, n) = 1 baïx anxny too p -g songoj aw³¶.

Tägwäl p · 1 + 1, p · 2 + 1, . . . , p · n + 1 toonuud dotor n -d xuwaagdax too
biï. Ug toog p · k + 1 gäe. Tägwäl n | p · k + 1 tul 5 | p · k + 1 gädgääs
k ≡ 2 (mod 5) baïna. Ändääs 5 - p + k tul n - p + k. Iïmd 24 < n üed
bodlogyn nöxcliïg xangax n too oldoxgüï.

n ≤ 24 üed n− 1 anxny too baïx ëstoï bögööd üüniïg toocoj ²al-
gawal n = 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24 gäj garna.

IX-B2. Äxlääd AA1, BB1 ba CC1 -uud n´ ABC gurwaljiny bis-
sektrisüüd ba A1C1 ∩ AC = M cägt ogtlolcox bol BM ²uluun B
oroïn gadaad öncgiïn bissektriss boloxyg xaruul³¶. ABC gurwaljin
ba A1C1 ogtlogqiïn xuw´d Meneleïn teorem biqwäl AC1

C1B · BA1
A1C · CM

MA = 1
bolno. Bissektrisiïn qanar ësoor AC1

C1B = AC
CB , BA1

A1C = BA
AC baïna. Iïmääs

CM
MA = A1C

BA1
· C1B

AC1
= AC

AB · CB
AC = CB

AB bolno. Nögöö talaas C cägiïg
daïrax AB -täï parallel´ ²uluun BM ²uluunyg K cägäär ogtlox bol
4AMB ∼ 4CMK gädgääs CM

MA = CK
AB ⇒ CK = AB·CM

MA = AB·CB
AB = CB

baïna. Ändääs ]CBK = ]CKB bolox ba AB ²uluun CK ²uluunuud
parallel´ tul BM n´ B oroïn gadaad öncgiïn bissektris bolno.

Odoo ündsän bodlogoo awq üz´e. ABC gurwaljnyg bagtaasan toïrgiïn
B cägt tatsan ²ürgägq ²uluun B1M xärqmiïg N cägt ogtolno gäj
üz´e. BM n´ B oroïn gadaad öncgiïn bissektris gädgääs ]B1BM = 90◦
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bolno. Ulmaar ]CBN = B̆C
2 = ]BAC ba ]NBB1 = ]CAB + ]ABB1

2 =
]BB1N bolno. Iïmd BN = B1N bolno. Mön BN = NM boloxyg
x¶lbar xaruulj bolno.

IX-B3. Angiïn suragqdyg grafiïn oroï gääd büjigläx xosuudyg
ug grafiïn irmägüüd gäe. Angiïn ärägtäï suragqdyn olonlogiïg A,
ämägtäï suragqdyn olonlogiïg B gäwäl graf maan´ A, B tuïluudtaï
2 tuïlt graf bolox ba xün bür täg² toony büjig büjigläx ëstoï tul
oroïn zärgüüd bügd täg² baïna. Oroï büriïn zäräg n´ täg² baïdag
xolboost graf Äïleriïn cikltäï tul manaï grafiïn xolboost kompo-
nent bürt büx irmägiïg n´ aguulsan cikl oldono. Ädgäär ciklüüdiïn
irmägüüdiïg ulaan, xöx öngüüdäär sööljlüülän budaj bolno. Uqir
n´ 2 tuïlt grafiïn cikl bür n´ täg² toony irmäg aguuldag. Ingäj
budaxad oroï bürääs garsan ulaan ba xöx irmägiïn too täncüü baïx
n´ oïlgomjtoï. Odoo ulaanaar budagdsan irmägt xargalzax xosuudyg
äxniï ääljind büjiglüüläxäd bidniï xüssän xuwaar´ bolj qadna.
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MMO-43, X angiïn III dawaa

T. Xulan
X-A1 Duryn 1 ≤ m ≤ n natural toonuudyn xuw´d:

m
∣∣∣
(
C0

n − C1
n + C2

n − · · ·+ (−1)m−1Cm−1
n

) · n

boloxyg batal.
X-A2 Xäsäg xün cuglaraxad busdygaa bügdiïg tan´dag xün ba busdy-

gaa bügdiïg n´ tan´daggüï xün olddoggüï bol “xolimog cuglar-
alt” gäe. Tägwäl 5-aas olon xüntäï xolimog cuglaraltaas xolimog
cuglaralt üüsgäx 4 xün songoj boloxyg batal. Taniluud n´ bie
bienää tan´dag gäj üz.

X-A3 4ABC-iïn ∠B-iïn bissektriss AC talyg P cägt, ∠C-iïn bis-
sektriss AB talyg Q cägt ogtlono. BP ba CQ-iïn ogtlolcol I
ba IQ = IP, AB 6= AC bol ∠OIB-g ol. O n´ 4ABC-g bagtaasan
toïrgiïn töw.

X-B1 Nägän xot n, (n > 4) ²irxäg metrony ²ugamtaï bögööd näg
buudal däär xamgiïn ixdää 3 metrony ²ugam ogtlolcono. Xäräw
metrony al´ q 2 ²ugamyg xolboson guraw dax´ ²ugam olddog bol
ug xotod dor xa¶j 5

6
(n− 5) ²irxäg metrony buudal biï gädgiïg

batal.
X-B2 Dartsyn tämcäänd 10 tamirqin orolcow. Tamirqid öörsdiïn

dugaartaï ijil dugaartaï sumyg ²idäx ba bügd äxniï ²idältää
xiïsniï daraa 1 dugaartaï tamirqin ööriïn sumyg baïnaas awq
2, 3, 4 dugaartaï sumaar üüsäx gurwaljny xündiïn töw rüü ²idäj
onow. Änä mätqilän tamirqin bür ööriïn ääljind sumaa baïnaas
awq ööriïnxöö daraa ²idäx 3 tamirqiny dugaartaï ijil dugaar-
taï sumnuudaar üüsäx gurwaljny xündiïn töw rüü ²idäj onoj
baïw. Xäzää nägän cagt büx sum 1 radiustaï duguï dotor orno
gäj batal. Tamirqid öörsdiïn dugaaryn daguu toïrgoor sumaa
²idnä.

X-B3 Xawtgaïd nägj taltaï ABCD kwadrat ba P cäg ögögdöw.

3AP + 5CP +
√

5(BP + DP ) ≥ 6
√

2

boloxyg batal.

X-A1. Ck
n = Ck

n−1 + Ck−1
n−1-iïg a²iglan

C0
n − C1

n + C2
n − · · ·+ (−1)m−1Cm−1

n = (−1)m−1Cm−1
n−1
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boloxyg x¶lbarxan batlaj bolox tul m
∣∣ n ·Cm−1

n−1 gäj xaruulaxad xan-
galttaï. Nögöö talaas

n · Cm−1
n−1 =

n!
(m− 1)!(n−m)!

= m · n!
m!(n−m)!

= m · Cm
n

tul batlax züïl batlagdaw.
X-A2. Xamgiïn cöön xün tan´dag xün dor xa¶j näg xün tan´dag

baïna. Xamgiïn cöön xüniïg tan´dag xüniïg x gäe.
a) x n´ ¶g näg xün tan´dag ba tüüniïg n´ y gäe. y n´ büx xüniïg

tanix bolomjgüï tul tüüniï tan´daggüï z xün oldono. z n´ büx xüniïg
tan´daggüï baïx bolomjgüï tul tüüniï tan´dag w xün oldono. x n´ näg
xün l tan´dag tul w baïj qadaxgüï iïmd x, y, z, w xümüüs xolimog
cuglaralt üüsgänä. (1 däx zurag).

b) x n´ dor xa¶j 2 xün tan´dag gäe. Tägwäl xün bür dor xa¶j 2 xün
tanina. x-iïg xasaxad üldäx xümüüs n´ xolimog cuglaralt üüsgädäg
bol indukcäär xolimog cugalaralt üüsgäx 4 xün oldono. Iïmd üldäx
xümüüs n´ xolimog cuglaralt üüsgädäggüï gäe. Xäräw üldäx xümüüs
dund busdygaa bügdiïg n´ tan´daggüï xün oldwol tüüniï niït tani-
lyn too 1-ääs xäträxgüï. (x-iïg l tanix bolomjtoï). Änä n´ xün bür
dorj xa¶j 2 taniltaï gädägt zörqinö. Iïmd üldäx xümüüs dund bus-
dygaa bügdiïg n´ tan´dag y xün oldono (2 dax´ zurag). Odoo y-iïg
xasaxad üldäx xümüüs n´ xolimog cuglaralt üüsgänä gäj batla¶. Xün
bür anx 2-oos cööngüï xün tan´dag baïsan tul näg xün xasagdaxad tani-
lyn too dor xa¶j 1 baïna. Iïmd üldäx büx xüniïg tan´daggüï xün
oldoxgüï. Nögöö talaas x-ääs ¶lgaataï ¶mar näg xün busdygaa tan´dag
gäwäl tär n´ y-täï q mön adil tanil tul anx xolimog cuglaralt üüs-
gäägüï boloxod xürnä. Xäräw x n´ y-ääs busad büx xüniïg tan´dag
gäwäl büx xün nägääs busad büx xüniïg tan´dag bolno. Änä toxioldold
xolimog cuglaralt üüsgäx 4 xün oldox n´ oïlgomjtoï.

X-A3. 4AQI ba 4API-iïn xuw´d sinusyn teorem biqwäl
sin(]IPA)

AI
=

sin(]IAP )
IP

=
sin(]IAQ)

IQ
=

sin(]AQI)
AI
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uqir sin ]IPA = sin ]AQI, AB 6= AC tul ]B 6= ]C uqir ]IPA 6=
]AQI iïmd ]IPA = π − ]AQI, ]IPA = β/2 + γ, ]AQI = β + γ/2-g
toocwol β/2 + γ = π − β − γ/2 buµu 3

2
(β + γ) = π ⇒ β + γ = 120◦ tul

]A = 60◦. ]BOC = 120◦, ]CIB = π − β/2 − γ/2 = 180◦ − 60◦ = 120◦.
Iïmd IBCO dörwön öncögt toïrogt bagtana. ]OIB = 120◦ + ]OIC =

120◦ + ]OBC = 120◦ +
180◦ − 120◦

2
= 150◦.

X-B1. Metrony ²ugamuud tus bür l1, . . . , ln ²irxäg buudaltaï ba
niït buudlyn toog l gäe. �ugam ba tüüniï buudal gäsän xosyn too n´
näg talaas l1 + · · ·+ ln bolox ba nögöö talaas 3l-ääs xäträxgüï. Iïmd

l1 + · · ·+ ln
3

≤ l

baïna. �ugam bür dor xa¶j 3 buudaltaï gäwäl n ≤ l bolno. Iïmd 1-r
²ugam n´ 2 buudaltaï gäe (²ugam bür n´ dor xa¶j 2 buudaltaï gädg-
iïg xaruulaxad töwöggüï). Tägwäl änä ²ugamtaï öör dörwön l buudal
ogtlolcox bolomjtoï (buudal bürt n´ 2-oos xäträxgüï). Busad ²uga-
muudaas 1-r ²ugam ruu damjixiïn tuld däärx 4 ²ugamtaï ogtlolcdog
baïx ëstoï. Näg buudal däär 3-aas olon ²ugam ogtlolcox bolomjgüï
tul üldäx n− 5 buudal n´ däärx 4 ²ugamtaï dor xa¶j n− 5

2
²irxäg

buudlaar ogtlolcono. Ööröör xälbäl däärx 4 ²ugamd dor xa¶j n− 5
2

buudal biï. Üldäx n−5 buudal n´ tus bürdää ¶daj xoër buudaltaï tul
n− 5

2
+ 2(n− 5) + 2 ≤ l1 + · · ·+ ln

bolno. Iïmd 5
6
(n− 5) < l bolow.
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X-B2. XI angiïn B2 bodlogyg üz.
X-B3. P cägiïn AC ²uluun däär proekciïg P ′ ba PP ′ = h, kwadratyn

töwöös P ′ xürtälx zaïg x gäe. Äxlääd

3AP + 5CP +
√

5(BP + DP ) ≥ 3AP ′ + 5CP ′ +
√

5(BP ′ + DP ′)

boloxyg batla¶. AP ≥ AP ′, CP ≥ CP ′ baïx n´ ilärxiï.

BP + DP ≥ BP ′ + DP ′ gäj xaruul³¶.

BP + DP = f(h) =

√
x2 +

(√2
2

+ h
)2 +

√
x2 +

(√2
2
− h

)2

gäwäl f ′(h) = 0 ⇒ h = 0 tul min f = f(0) = 2
√

x2 +
1
2

= BP ′ + DP ′

bolno.
Iïmd AC dianonal´ däär or²ix P cägiïn xuw´d buµu P = P ′ üed

täncätgäl bi²iïg batlaxad xangalttaï.

g(x) = 3(
√

2
2

+ x) + 5(
√

2
2
− x) + 2

√
5

√
x2 +

1
2

funkciïg awq üz´e
(P = P ′ üed täncätgäl bi²iïn züün tal ingäj biqigdänä).

g′(x) = −2 +
2
√

5x√
x2 + 0.5

= 0 ⇒ x =
√

2
4

tul min g = g
(√2

4
)

= 6
√

2 bolj batlax täncätgäl bi² batlagdaw.
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MMO-43, X angiïn IV dawaa

D.Batnasan
X-A1 (Q.Gantömör). a, b, c n´ äeräg bodit toonuud bol

1
a + b + c

· ( 1
a + b

+
1

b + c
+

1
c + a

) ≥ 1
ab + ac + bc

+
1

2(a2 + b2 + c2)

täncäl bi² bieläxiïg batal.
X-A2 (Ä.Azjargal, D.Mönxbaatar). ABC gurwaljind bagtsan toïrog

AB talyg D cägt ²ürgädäg. E n´ AC tal däär or²ix cäg bol
ADE, BDE, BCE gurwaljnuudad bagtsan toïrguudad näg erönxiï
²ürgägq oldoxyg batal.

X-A3 (U.Batzorig). A ⊂ {1, 2, ..., 2n} ba |A| = n baïg. A olonlogiïn
al´ q xoër älement n´ bie bienää xuwaadaggüï ba m(A) n´ A-
iïn xamgiïn baga älement bol m(A)-iïn awq bolox xamgiïn baga
utgyg ol.

X-B1 (U.Batzorig, Ä.Azjargal). a, n n´ a|2n2 baïx natural toonuud
bol n2 + a n´ bütän kwadrat bi² gäj batal.

X-B2 (D.Batnasan, U.Batzorig). Xawtgaï däär A1, A2, A3A4, P cägüüd
ögögdjää. B1, B2, B3, B4 cägüüd n´ xargalzan
PA1, PA2, PA3, PA4 xärqmüüd däär or²ij baïg. C12 = A1B2 ∩
A2B1, C13 = A1B3 ∩ A3B1, C14 = A1B4 ∩ A4B1, C23 = A2B3 ∩
A3B2, C24 = A2B4 ∩B2A4, C34 = A3B4 ∩B3A4 gäj tus tämdägläe.
C12C34, C13C24, C14C23-uud n´ näg cägt ogtlolcono gäj batal.

X-B3 (�.Batxi²ig). Tawan asuulttaï, asuult bür dörwön songolt-
toï baïx testäär 2008 oµutnyg ²algajää. Oµutan bür asuult
tus büriïn näg songoltyg songono. Testiïg xuraaj awsny daraa
duryn n oµutny dotroos al´ q xoër oµutan ¶daj xoër asuultand
¶lgaataïgaar xariulsan baïx dörwön oµutnyg songoj boloxyg
ajiglajää. Tägwäl n - yn xamgiïn baga utgyg ol.

X-A1. (S.Dölgööniï bodolt)

A =
1

a + b + c
·
( 1

a + b
+

1
b + c

+
1

c + a

)
≥ 1

ab + ac + bc
+

1
2(a2 + b2 + c2)

A ≥ 1
2(ab + ac + bc)

+
1

2(ab + ac + bc)
+

1
2(a2 + b2 + c2)

(a ≥ b ≥ c) gäj
ärämbäläe.

α1 = (a + b + c)(a + b) β1 = 2(ab + ac + bc)
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α2 = (a + b + c)(a + c) β2 = 2(ab + ac + bc)

α3 = (a + b + c)(b + c) β3 = 2(a2 + b2 + c2)

gäj songood , f(x) =
1
x

funkc xotgor tul Karamatyn täncätgäl bi²
ësoor f(α1) + f(α2) + f(α3) ≥ f(β1) + f(β2) + f(β3) bolno. Odoo Kara-
matyn nöxcöl bieläx äsäxiïg ²alga¶,bielwäl manaï bodlogo bodogdono.

α1 ≥ β1 : (a + b + c)(a + b) ≥ 2(ab + ac + bc)

a2 + b2 + 2ab + ac + bc ≥ 2ab + 2ac + 2bc

a2 + b2 ≥ ac + bc a2 ≥ ac

b2 ≥ bc N
α1 + α2 ≥ β1 + β2 : (a + b+ c)(a + b) + (a + b+ c)(a + c) ≥ 4(ab + ac+ bc)

2a2 + b2 + c2 + 3ab + 3ac + 2bc ≥ 4ab + 4ac + 4bc

2a2 + b2 + c2 ≥ ab + ac + 2bc b2 + c2 ≥ 2bc

a2 + a2 ≥ ab + ac a2 ≥ ab a2 ≥ ac N
α1 + α2 + α3 = β1 + β2 + β3 :

(a + b + c)((a + b) + (a + c) + (c + b)) = 4(ab + bc + ca) + 2(a2 + b2 + c2)

2(a + b + c)2 = 2(a + b + c)2 N
f(α1) + f(α2) + f(α3) ≥ f(β1) + f(β2) + f(β3) :

( 1
(a + b + c)(a + b)

+
1

(a + b + c)(b + c)
+

1
(a + b + c)(c + a)

)
≥

≥ 1
2(ab + ac + bc)

+
1

2(ab + ac + bc)
+

1
2(a2 + b2 + c2)

1
a + b + c

·
( 1

a + b
+

1
b + c

+
1

c + a

)
≥ 1

ab + ac + bc
+

1
2(a2 + b2 + c2)

Täncäldää xüräx nöxcöl n´ a = b = c.
X-A2. (Änxza¶agiïn bodolt:) ω, ω1, ω2, ω3 n´ xargalzan ABC,AED,DEB, BEC

gurwaljnuudad bagtsan toïrguud baïg. `(ω1, ω2) n´ ω1, ω2 toïrguudyn
B2A3-ääs ¶lgaataï dotood erönxiï ²ürgägq baïg. `(ω1, ω2) = |B2A3|
`(ω2, ω3) n´ ω2, ω3 toïrguudyn B3C1-ääs ¶lgaataï dotood erönxiï ²ürgägq
baïg. `(ω2, ω3) = |B3C1| `(ω3, ω1) n´ ω3, ω1 toïrguudyn A2C2-ääs ¶l-
gaataï dotood erönxiï ²ürgägq baïg. `(ω3, ω1) = |A2C2| bolno. `(ω1, ω2)+
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`(ω2, ω3) = `(ω1, ω3) batlaxad xangalttaï. B3C1 + B2A3 = A2C2 gäj
xaruul³¶.
B2A3 + B3C1 = DA3 −DB2 + BC1−B3B = DA1−B1D + BC3 −BB1 =
A2M − B1D + BN + NC3 − BB1 = A2M + NC3 + BN − B1D − B1B =
A2M + MC2 + BD −DB = A2C2 bolno.

X-A3. {1, 2, 3, ..., 2n} olonlogiïg P1∪P2∪ ...Pn gäsän n ²irxäg olon-
logt xuwaa¶.
Pa n´ a ∈ N, 2b(2a − 1) (b-sörög bi² büxäl too) xälbäriïn büx toonuu-
daas togtono gäe.
∀i 6= j, i, j ∈ N ⇒ 2m(2i − 1) 6= 2n(2j − 1) ⇒ baïx tul Pi ∩ Pj = ∅
bolno. Mön A n´ näg xäsgääs xoër älement aguulaxgüï. Äsräg toxi-
oldold näg n´ nögöögöö xuwaaxad xürnä. Iïmd A n´ näg xäsgääs xoër
älement aguulaxgüï. Äsräg toxioldold näg n´ nögöö xuwaaxad xürnä.
Iïmd A n´ olonlog bürääs ¶g näg näg älement agulna. ta-aar A-iïn Pa-d
xar³¶alagddag älementiïg tämdägläe.
Mön

3k < 2n < 3k+1 (1)

baïdag gäe. (k ∈ N) tägwäl t 30+1
2

, t 31+1
2

, ..., t 3k+1
2

gäsän k + 1 ²irxäg äle-
mentüüdiïg awq üz´e. Ädgäär n´ zöwxön 3 ba 2-iïn zärägtääs togtono
gädäg n´ ta-iïn xälbärääs xaragdaj baïna. t 30+1

2
-iïg xuwaadag 2-iïn

xamgiïn ix zäräg n´ t 31+1
2

-iïg xuwaadag 2-iïn xamgiïn ix zärägtääs ix
baïx ëstoï. (Äsräg toxioldold t 30+1

2
| t 31+1

2
-d xürj bodlogiïn göxcöld

xar²ilna. ) x ∈ N-iïg xuwaadag 2-iïn xamgiïn ix zärägtiïg v(x) gäe.
⇒ v(t 30+1

2
) > v(t 31+1

2
) > ... > v(t 3k+1

2
) ≥ 0 ⇒ v(t 30+1

2
) ≥ k ⇒ t 30+1

2
≥ 2k

bolox µm. Mön adilaar, xäräw 2n

3
< 3b(2a− 1) < 2n bol

ta ≥ 2b(2a− 1) (2)

baïxyg xarj bolno. (Uqir n´ (2a − 1)-yg 3-yn zärägtäär ürjüülsän
xälbäriïn sondgoï xuwaagqtaï gi²üüdiïg awq üz´e. Ädgäär toonuud
n´ 30(2a− 1), 31(2a− 1), ..., 3b(2a− 1) gäsän xuwaagqidtaï ba tuxaïlbal
2t ·30(2a−1), 2s ·31(2a−1) toonuudyn xuw´d t > s baïx l bolomjtoï µm.
Iïmd däärx toonuudyg xuwaax 2-iïn xamgiïn ix zäräg n´ ärs buurax
daraalal bolno. ⇒ v(ta) ≥ b ⇒ ta ≥ 2b(2a− 1), ta = 2b · 30(2a− 1). )

Odoo ta < 2k baïg. ⇒ 2n

3
< 3b(2a − 1)

(2)

≤
(3

2

)b

ta < 2k
(3

2

)b

⇒ 2n

3
<
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2k
(3

2

)b

gäj garna. ⇒ 2k
(3

2

)b

>
2n

3
(1)
> 3k−1 ⇒

2k−b > 3k−b−1 (3)

bolno. Xäräw k > b bol (3) xudal bolno. ⇒ b ≥ k − 1 gäj garna.
⇒ 2k > ta = 2b(2a − 1) ≥ 2k−1(2a − 1) gäsän dawxar täncätgäl bi²
garna. Ändääs 2k ≥ 2k−1(2a − 1) ⇒ 2 ≥ 2a − 1 ⇒ 3

2
≥ a ⇒ a = 1

bolno. ⇒ ta = 2b gäwq 2b < 2k boloxod xürq b ≥ k − 1-d zörqiw. Iïmd
A-iïn duryn älement n´ 2k-aas bagagüï. mA = 2k boloxyg xaruul³¶.
ta = 2f(a)(2a− 1)

( Änd f(a) n´ 2n

3
< 3f(a)(2a−1) < 2n baïx too) baïxaar baïguul³¶. Änä

n´ bodlogyn nöxcöl xangaxyg xaruul³¶.
Äsrägääs n´ x, y ∈ N : 2f(x)(2x− 1) | 2f(y)(2y − 1) baïg ⇒{

f(y) ≥ f(x) (4)
2x− 1 | 2y − 1 baïx ëstoï. ⇒ 2y − 1 ≥ 3(2x − 1) ⇒ 3f(x)+1(2x −

1) > 2n > 3f(y)(2y − 1) ≥ 3f(y)+1(2x − 1) ⇒ f(x) > f(y) bolj (4)-d
zörqiw. Iïmd xariu: 3k < 2n < 3k+1 (k ∈ N) baïx k-iïn xuw´d 2k

baïna. H
X-B1. a- sondgoï üed a | n2 ⇒ n2 = ak ⇒ a+n2 = a+ak = a(k +1).

Xäräw ¶mar näg p-iïn a- g xuwaadag xamgiïn ix zäräg n´ sondgoï bol
⇒ ak = n2 ⇒ p|k ⇒ p - k + 1 ⇒ a(an + 1) n´ bütän kwadrat bi².
a = 2b gäe. ⇒ b | n2 ⇒ n2 = b · s ⇒ a + n2 = 2b + bs = b(s + 2). Ömnöxtäï
adilaar ¶mar näg sondgoï p anxny toony xuw´d b-g xuwaadag xamgiïn
ix zäräg n´ täg² ⇒ b = 2m · c2 ⇒ b
b n´ bütän kwadrat baïj boloxgüï tul 2 - m ⇒ b = 2 · `2 ⇒ s = 2 · r2 ⇒
2`2(2r2 + 2) = 4`2(r2 + 1) n´ bütän kwadrat bi².

X-B2. a1 =
PB1

B1A1
, a2 =

PB2

B2A2
, a3 =

PB3

B3A3
, a4 =

PB4

B4A4
gäe. Xawt-

gaïn ~OX, ~OY , ~OZ (Änd O,X, Y, Z duryn cägüüd) xuw´d ~OX = λ · ~OY +
µ · ~OZ ∃λ, µ ∈ R boldgiïg sanaj. Üüniïg caa²id x¶lbaraar X =

λ · Y + µ · Z gäj biq´e. a1 =
PB1

B1A1
⇒ B1 =

a1A1 + P

a1 + 1
,
a1A1 + a2A2 + P

a1 + a2 + 1
cägiïg awq üz´e.

a1A1 + a2A2 + P

a1 + a2 + 1
=

(a1 + 1) · a1A1 + P

a1 + 1
+ a2A2

a1 + a2 + 1
=

(a1 + 1)B1 + a2A2

(a1 + 1) + a2

⇒ a1A1 + a2A2 + P

a1 + a2 + 1
cäg n´ B1A2 däär or²ino. Üüntäï adilaar ug cäg
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n´ A1B2 däär or²ixyg xarj bolno.
Iïmd a1A1 + a2A2 + P

a1 + a2 + 1
cäg n´ A2B1 ba A1B2-iïn ogtlol däär or²ino.

Iïmd C12 =
a1A1 + a2A2 + P

a1 + a2 + 1
bolno. Üüntäï adilaar C34 =

a3A3 + a4A4 + P

a3 + a4 + 1
bolno.

Q =
a1A1 + a2A2 + a3A3 + a4A4 + 2P

a1 + a2 + a3 + a4 + 2

-iïn xuw´d

Q =
(a1A1 + a2A2 + P ) + (a3A3 + a4A4 + P )

(a1 + a2 + 1) + (a3 + a4 + 1)
=

=
(a1 + a2 + 1)C12 + (a3 + a4 + 1)C34

(a1 + a2 + 1) + (a3 + a4 + 1)

⇒
(C12Q

QC34
=

a3 + a4 + 1
a1 + a2 + 1

)
Q ∈ C12C34 bolno.

Üüntäï adilaar Q ∈ C13C24 ba Q ∈ C14C23 gäj batalj bolno. ⇒ Q =
C12C34 ∩ C13C24 ∩ C14C23 N

X-B3. n – yn xamgiïn baga utga n´ 25.
Songox xariug 1,2,3,4 gäe. Oµutny testiïg xariulsan xariug

(a, b, c, d, e) gäj tämdägläe. Änd a, b, c, d, e ∈ {1, 2, 3, 4} baïna.
{
(1, b, c, d, e), (2, b, c, d, e), (3, b, c, d, e), (4, b, c, d, e)

}
, b, c, d, e ∈ {1, 2, 3, 4}

dörwön älementtäï däd olonloguudyg awq üz´e. Iïm qanartaï ¶lgaataï
däd olonloguud niït 256 ²irxäg baïna. 2008 > 256×7 = 1792 baïx tul
¶mar nägän A däd olonlogt bügd orox naïman ²irxäg 5-t oldono. Ädgäär
5-tuud n´ oµutny testiïn songoltyg ilärxiïläx tul A1, A2, . . . , A8

oµutnuudyn xariult gäe. Änä naïman oµutnyg xasaxad üldäx 2000
oµutny xuw´d testiïn songolt n´ ¶mar nägän B däd olonlogt bügd orox
B1, B2, . . . , B8 oµutnuud oldono. Däärxtäï adilaar testiïn songolt n´
¶mar näg C olonlogt orox C1, C2, . . . , C8 oµutnuud oldono. Ädgäär 24
oµutnuudaas duryn dörwön oµutnyg songoxod al´ näg xoër oµutny
testiïn songolt n´ A, B ba C däd olonloguudyn nägänd orno. Tädgäär
oµutnuud n´ A1 ba A2 gäj üzäj bolno. Tägwäl A1 ba A2 oµutny testiïn
songolt zöwxön äxniï asuultyn xuw´d l ¶lgaataï baïj bolno. Änä n´
bodlogyn ²aardlagyg xangaxgüï. Iïmd n ≥ 25 bolno.

D =
{

(a, b, c, d, e) | a+b+c+d+e ≡ 0 (mod 4), a, b, c, d, e ∈ {1, 2, 3, 4}}
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baïx testiïn xariultuudyn olonlogiïn awq üz´e. |D| = 256 ba D olon-
logiïn aliwaa xoër 5-t bür ¶daj xoër baïraaraa ¶lgagdana. D olonl-
ogoos tawan älementiïg xasaxad üldäx 251 ²irxäg xos bürt xargalzax
testiïn songoltyg songoson naïman oµutan baïsan gäe (251× 8 = 2008
oµutan). Tägwäl 25 = 3 × 8 + 1 baïx tul duryn 25-n oµutnuudaas
testiïn songoltuud n´ (5-tuud) öör xoorondoo ¶lgaataï baïx dörwön
oµutnyg songoj qadna. Änä ¶lgaataï 5-tuud n´ ¶daj xoër baïraaraa
¶lgagdana. Iïmd n = 25 baïna.
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MMO-43, XI angiïn III dawaa

B. Batba¶sgalan

XI-A1 Tus bürdää n suragqtaï gurwan surguuliïn suragq bür nögöö
xoër surguulias niït n+1 suragqtaï naïz. Tägwäl al´ q xoër n´
xoorondoo naïz, öör öör surguul´d surdag gurwan suragq oldono
gäj batal.

XI-A2 x, y äeräg bodit toonuudyn geometr dundaj n´ g baïg. Xäräw
g ≥ 3 bol

1√
1 + x

+
1√

1 + y
≥ 2√

1 + g
,

xarin g ≤ 2 bol

1√
1 + x

+
1√

1 + y
≤ 2√

1 + g

boloxyg tus tus batal.
XI-A3 P n´4ABC gurwaljny bagtaasan toïrgiïn BC num däär or²ix

duryn cäg (A ba P n´ BC talyn 2 tald or²ino). 4PAB ba
4PCA-d bagtsan toïrgiïn töwüüd ba P cägiïg daïrsan toïr-
guud (P cäg BC num däägüür xödlöxöd olon toïrog üüsnä) bügd
erönxiï cägtäï gäj batal.

XI-B1 k ≥ 3 natural too bögööd n > C3
k . ai, bi, ci, (1 ≤ i ≤ n) n´ 3n

²irxäg ¶lgaataï bodit toonuud baïg. Tägwäl ai+bi, ai+ci, bi+ci

toonuudaas k + 1 ¶lgaataï too songoj boloxyg batal. n = C3
k

toxioldold däärx ögüülbär bieläx albagüïg xaruul.
XI-B2 Dartsyn tämcäänd n, (n ≥ 4) tamirqin orolcow. Tamirqid

öörsdiïn dugaartaï ijil dugaartaï sumyg ²idäx ba bügd äxniï
²idältää xiïsniï daraa 1 dugaartaï tamirqin ööriïn sumyg
baïnaas awq 2, 3, 4 dugaartaï sumaar üüsäx gurwaljny xündiïn
töw rüü ²idäj onow. Änä mätqilän tamirqin bür ööriïn ääljind
sumaa baïnaas awq ööriïnxöö daraa ²idäx 3 tamirqiny dugaar-
taï ijil dugaartaï sumnuudaar üüsäx gurwaljny xündiïn töw
rüü ²idäj onoj baïw. Xäzää nägän cagt büx sum 1 radiustaï
duguï dotor orno gäj batal. Tamirqid öörsdiïn dugaaryn daguu
toïrgoor sumaa ²idnä.

XI-B3 l n´ 4ABC-iïn BC talyn dundajiïg daïrsan perimetriïg
xagaslan xuwaax ²uluun baïg. AB < AC ba l-täï parallel´,
4ABC-iïn talbaïg xagaslan xuwaax ²uluun BC talyg E cägt
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ogtoldog bol

CE

EB
=

AC√
2(AC + AB)AC −AC

baïna gäj batal.

X-A1. I surguuliïn ¶mar näg x suragq awq üz´e. x n´ II surguuliïn
k suragqtaï, III surguuliïn n − k + 1 suragqtaï naïz gäe. x-täï naïz
II surguuliïn y suragqiïg awq üz´e. Änä suragq maan´ x-iïn ¶mar näg
naïztaï naïz bol bie bieä tan´dag 3 suragq oldono. Iïmd iïm bi² gäe.
Tägwäl y n´ III surguulias xamgiïn ixdää n− (n− k + 1) = k− 1 suragq
l tanix bolomjtoï. Ändääs xäräw bie bieä tan´dag 3 suragq oldoxgüï
bol suragqdyn al´ näg surguulias tan´dag suragqdiïn toog bagasgaad
baïx bolomjtoï bolj baïna. Gätäl änä n´ bolomjgüï µm.

X-A2. Täncätgäl bi²id erönxiï xuwiar ögq xoër talyg n´ kwadrat
zärägt däw²üülbäl

(1 + g)(2 + x + y + 2
√

(1 + x)(1 + y)) ba 4(1 + x)(1 + y)

ilärxiïllüüdiïg ji²ix xärägtäï bolno.

a =
x + y

2
ba t =

√
(1 + x)(1 + y) =

√
1 + 2a + g2

a ≥ g tul t ≥
√

1 + 2g + g2 = 1 + g (∗) baïna.
g ≥ 3 üed (1 + g)(1 + a + t) ≥ 2t2 täncätgäl bi²iïg batlax ²aard-

lagataï.
(∗)-oos (1 + g)t ≥ (1 + g)2 bolox tul

(1 + g)(1 + a) + (1 + g)2 ≥ 2 + 4a + 2g2

gäj batlaxad xangalttaï. Xaaltyg zadlaad ämxtgäwäl −g2 + ag− 3a +
3g = (g − 3)(a − g) ≥ 0 bolno. Süüliïn täncätgäl bi² g ≥ 3 üed ünän
tul täncätgäl bi² batlagdaw.

g ≤ 2 bol (1 + g)(1 + a) + (1 + g)t ≤ 2t2 (∗∗) täncätgäl bi²iïg
batlax ²aardlagataï. Ömnöxtäï töstäïgäär (2−g)(a−g) ≥ 0 täncätgäl
bi²iïg gargaj awq üz´e. Üüniïg zadlaj ämxtgäwäl t2 ≥ 1 + 2g + ag
bolno. Üüniïg a²iglan (∗∗)-iïn baruun talyg dooroos n´ ünälbäl t2 +
(1 + 2g + ag) ≤ 2t2 bolno. Iïmd (∗∗)-iïn orond

(1 + g)(1 + a) + (1 + g)t ≤ t2 + 1 + 2g + ag (∗∗)′
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täncätgäl bi²iïg batlaxad xangalttaï. Üüniïg x¶lbarqilbal

(1 + g)t ≤ t2 − a + g = 1 + a + g + g2 (∗ ∗ ∗)

bolno. Üüniïg Ko²iïn täncätgäl bi² a²iglan x¶lbarxan batalj
bolno.

(1 + g)t ≤ (1 + g)2 + t2

2
= 1 + a + g + g2

Bodoltoos zöwxön x = y üed täncäl bieläx n´ garna.
X-A3. D ba E n´ xargalzan AB ba AC numyn dundaj, I1 ba I2

n´ xargalzan 4ABP ba 4ACP -d bagtsan toïrgiïn töwüüd baïg. Q
n´ 4ABC-g bagtaasan toïrog ba 4PI1I2 iïg bagtaasan toïrgiïn P ääs
¶lgaataï ogtlolcolyn cäg n´ baïg. M n´ AD iïn ürgäljläl däär awsan
AD = AM baïx cäg baïg.

∠I1QI2 = ∠I1PI2 = ∠DPE = ∠DQE baïna. Mön PQ numd tulsan
öncgüüd tul ∠QEI2 = ∠QDI1. Ändääs 4QEI2 ∼ 4QDI1 bolno. Iïmd
QI2
QI1

= QE
QD bolno. Mön ∠I1QI2 = ∠DQE boloxyg toocwol 4I1QI2 ∼

4DQE bolno.
∠EAI2 = ∠APC+∠PAC

2 = ∠AI2E tul AE = EI2 baïna. Üüntäï
adilaar DI1 = DA = AM bolno. QI2

QI1
= EI2

DI1
= AM

AE Mön ∠MAE =
∠DPE = ∠I1QI2 uqraas 4I1QI2 ∼ 4DQE ∼ 4MAE bolno.

P cäg BC numaar güïxäd D,E, M cägüüd togtmol baïna. 4DQE ∼
4MAE tul Q cäg q togtmol baïna. Änä n´ I1PI2-g bagtaasan toïrguud
bügd Q gäsän togtmol cägt ogtlolcono gäsän üg.

X-B1. Äsrägääs n´ ai + bi, ai + bi, bi + ci xälbäriïn toonuudaas
xamgiïn ixdää k ¶lgaataï too songoj boldog gääd ädgäär toonuudyn
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olonlogiïg T gäe. Duryn 1 ≤ i ≤ n-iïn xuw´d ai + bi, ai + bi, bi + ci

toonuud xos xosooroo ¶lgaataï tul T -iïn ¶mar näg 3 älementtäï däd
olonlogiïg üüsgänä. Nögöö talaas ai+bi = x, ai+ci = y, bi+ci = z gäwäl
ai = (x+y−z)/2, bi = (x+z−y)/2, ci = (y+z−x)/2 bolox tul {x, y, z}
däd olonlog n´ {ai, bi, ci} olonlogiïg näg utgataï todorxoïlno. Iïmd

C3
|T | ≤ C3

k < n

bolox tul {ai, bi, ci} = {aj , bj , cj} baïx 1 ≤ i < j ≤ n indeksüüd oldox
bolj zörqil üüsäw.

Nögöö talaas T = {4, . . . , 4k} ba n = C3
k gäe. T -iïn 3 älementtäï

däd olonloguud n´ T1, T2, . . . , Tn ba Ti = {4u, 4v, 4w}, 1 ≤ u < v <
w ≤ k gäwäl {ai, bi, ci} = {(4u + 4v − 4w)/2, (4u + 4w − 4v)/2, (4v +
4w − 4u)/2} bolox ba natural toonuud n´ 4-tiïn toollyn sistemd näg
utgataï biqigdänä gädgääs ädgäär toonuud n´ xoorondoo ¶lgaataï gädäg
n´ garna.

X-B2. Xawtgaïd täg² öncögt koordinatyn sistem songoj awbal.
(xl, yl)-äär l däx udaad ²idägdsän sumny baïrlalyg tämdägläe. (xA, yA),
(xB , yB), (xC , yC) cägüüd däär oroïtoï gurwaljny xündiïn töwiïn ko-
ordinat n´: (

xA + xB + xC

3
,
yA + yB + yC

3

)

tul xm, m = 1, 2, . . . daraallyn xuw´d 3xm+n−1 = xm+2 + xm+1 +
xm (∗) gäsän rekkurent xar´caa bielänä. Änä xar´caany xaraktristek
täg²itgäl n´:

3xn−1 − x2 − x− 1 = 0

bolno. Änä täg²itgäliïn duryn 1-ääs ¶lgaataï ²iïd α-iïn xuw´d |α| <
1 boloxyg x¶lbarxan xarj bolox bögööd 1 n´ dawxar ¶zguur boloxgüï
(Matematikiïn märgäjliïn kurs II, 60-r xuudas ögüülbär 1). Nögöö
talaas g(m)αm, |α| < 1 xälbäriïn daraallyn x¶zgaar 0 (üünd g(m) n´
duryn olon gi²üünt bögööd α n´ kompleks baïj bolno) baïdag.

(∗) rekkurent xar´caany erönxiï ²iïd n´ onol ësoor:

xm =
∑

gi(m)αm
i

xälbärtäï baïna (Matematikiïn märgäjliïn kurs II, 100-r xuudas teo-
rem 1-iïg üznä üü). 1 n´ xarakteristik olon gi²üüntiïn dawxardaagüï
¶zguur tul üüniïg

xm = a +
∑

pi(m)αm
i , |αi| < 1
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xälbärtäï biqij bolox tul xm daraalal a x¶zgaartaï bolj baïna. ym

daraallyn xuw´d töstäïgäär:

ym = b +
∑

qi(m)βm
i , |βi| < 1

bolox bögööd ändääs (xm, ym) cägüüd n´ (a, b) cäg rüü niïläx n´ xarag-
daj baïna. Ööröör xälbäl todorxoï näg N dugaaraas xoï² sumnuud
maan´ (a, b) cägt töwtäï 1 radiustaï duguï ruu ²idägdänä.

X-B3. BC talyn dundajyg daïruulan ]CAB-iïn bissektrisstäï
parallel ²uluun tat³¶. Ug ²uluuny AC-täï ogtlolcson cäg N , AB-
täï ogtlolcson cäg H gäe. Tägwäl ]NHA = ]HNA bolno.

4MHB ba 4CMN -iïn xuw´d sinusyn teorem biqwäl
sin(]HMB)

HB
=

sin(]MHB)
MB

=
sin(]CNM)

MC
=

sin(]CMN)
CN

sin(]HMB) = sin(]CMN) tul HB = CN , AN = AH uqraas MN ²u-
luun maan´ M dundajyg daïrsan perimetriïg xagaslan xuwaax ²uluun
bolno. Tiïm ²uluun zöwxön näg or²ix tul MH ²uluun n´ l ²uluun
bolno. EK talbaïg xagaslan xuwaax ²uluun maan´ bissektrisstäï par-
allel bolno. SCEK = SEKAB uqir

CE

BC
· S · CE

CL
=

EB

BC
· S +

CE

BC
· S

(
1− CE

CL

)

bolno. Änd S n´ ABC gurwaljny talbaï. Ändääs 2 · CE2

BC · CL
=

EB

BC
+

CE

BC
= 1 buµu CE2 =

BC · CL

2
bolno.

BC2

CE2
=

2BC

CL
=

2BC(
AC/(AC + AB)

)
BC

=
2(AC + AB)

AC

Ändääs EC

EB
=

AC√
2(AC + AB)AC −AC

bolno.
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MMO-43, XI angiïn IV dawaa

B. Batba¶sgalan

XI-A1 (U. Batzorig) ABC gurwaljny BC talyn dundaj cäg M.
A oroïn gadaad öncgiïn bissektris BC-g D cägt ogtoldog baïg.
4ADM -g bagtaasan toïrog AB, AC ²uluunuudyg xargalzan E
ba F cägt ogtoldog baïg. Xäräw N n´ EF -iïn dundaj bol MN ‖
AD gäj batal.

XI-A2 (G. Batza¶a) n ≥ 2 natural toony xuw´d n-ääs baga tüüntäï
xarilcan anxny toonuudyn ürjwäriïg an gäe.

a) n | an + 1 ⇐⇒ n = 2, 4, pα, 2pα gäj batal.
b) n | an − 1 ⇐⇒ n 6= 2, 4, pα, 2pα gäj batal.

(Änd p-sondgoï anxny too ba α ∈ N).
XI-A3 (S. Tömörbat) Xawtgaïd ABC gurwaljin ba tüüniï gadna

or²ix P cäg ögögdöw. Xäräw P cägiïg AB, AC, BC ²uluunuudyn
xuw´d täg² xämtäï cägt ²iljüülj bolox bol ug üïldlüüdiïn
tuslamjtaïgaar ABC gurwaljin dotor (xürään däär baïj bolno)
oruulj qadaxyg batal.

XI-B1 (U. Batzorig) a, b, c ∈ R; a, b, c > 0 bol

a

b
+

b

c
+

c

a
≥ 3 ·

√
a2 + b2 + c2

ab + ac + bc

gäj batal.
XI-B2 (A. Ganbat) n × n xüsnägtiïg al´ q mör, al´ q bagana dax´

toonuudyn niïlbär xoorondoo täncüü baïxaar sörög bi² toonuu-
daar böglöw. Al´ q 2 n´ näg mör, näg baganad ül or²ix n ²irxäg
toog awaad bügdääs n´ nägän ijil toog sörög too garaxgüï baïx-
aar xasax üïldäl zöw²öörögdöw. Änä üïldliïn tuslamjtaïgaar
xüsnägtiïn büx toog 0 bolgoj bolox uu?

XI-B3 (G. Batza¶a) Nägän zäräg toïrogt bagtsan ba toïrog bagtaasan
ABCD dörwön öncögt ögögdöw (al´ q diagonal´ ba tal n´ bag-
taasan toïrgiïn diametr bi²). A ba C oroïnuudyn gadaad öncgiïn
bissektrisüüd P cägt, B ba D oroïnuudyn gadaad öncgiïn bis-
sektrisüüd Q cägt ogtlolcono. J, O n´ bagtsan ba bagtaasan
toïrgiïn töwüüd bol OJ ⊥ PQ gäj batal.

X-A1. Bagtaasan toïrgiïn töwiïg O gäe. 4ABC-iïn ]A-iïn bis-
sektriss n´ ABC-g bagtaasan toïrogtoï A′ cägt ogtlolcdog baïg.
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MA′ ⊥ MD ba AA′ ⊥ AD tul ADA′M n´ ADM -iïg bagtaasan
toïrogt bagtana. Änä toïrgiïn töwiïg O′ gäe. DA-g ürgäljlüüläxäd
O töwtäï ogtlolcoxod üüsäx cägiïg K gäe. Tägwäl K n´ O töwtäï
toïrgiïn A′ cägiïn xuw´d täg² xämtäï cäg boloxyg x¶lbar xarj bolno.
]EAA′ = ]A′AF µmuu ]EAA′ = 180◦−]A′AF tul sinusyn teoremoor
A′F = A′E bolox tul DA′ diametr däär N cäg or²ino. Iïmd 4DEF ∼
4KBC gäj x¶lbar xälj bolno. Uqir n´

]EFD = ]EAD = ]CAK = ]CBK

DN

NA′
=

KM

MA′
. Iïmd MN ‖ AD.

X-A2. 1) n = 2α baïg. α = 1, 3 üed ilärxiï. S = {1, 2α−1−1, 2α−1 +
1, 2α − 1} ba α ≥ 4 üed A = Z∗2α \ S gäe. a−1 = a äswäl a−1 ∈ S baïx
a ∈ A-iïn xuw´d a ∈ S tul a ∈ A ⇒ a−1 ∈ A baïna. Iïmd

∏
a∈A a ≡ 1

(mod 2α) bolox tul

an ≡ 1(2α−1 − 1)(2α−1 + 1)(2α − 1)
∏

a∈A

a ≡ 1 (mod 2α)

2) n = pα, p > 2 ∈ P baïg. S = {1, pα − 1} ba A = Z∗pα \ S gäe.
a−1 = a äswäl a−1 ∈ S baïx a ∈ A-iïn xuw´d a ∈ S tul ömnöxiïn adil
a ∈ A ⇒ a−1 ∈ A baïna. Iïmd

∏
a∈A a ≡ 1 (mod pα) bolox tul

an ≡ 1(pα − 1)
∏

a∈A

a ≡ −1 (mod pα)
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3) n = 2pα, p > 2 ∈ P baïg. S = {1, 2pα − 1} ba A = Z∗2pα \ S gäe.
a−1 = a äswäl a−1 ∈ S baïx a ∈ A-iïn xuw´d a ∈ S tul ömnöxiïn adil
a ∈ A ⇒ a−1 ∈ A baïna. Iïmd

∏
a∈A a ≡ 1 (mod 2pα) bolox tul

an ≡ 1(2pα − 1)
∏

a∈A

a ≡ −1 (mod 2pα)

4) n 6= 2α, pα, 2pα üed N = 2αpα1
1 · · · pαs

s gäe. n

2α
≥ 3 ba n

p
αj

j

≥ 3 tul

ϕ (n/2α) , ϕ
(
n/p

αj

j

)
n´ täg² (1) baïna.

LEMMA (n, n′) = 1 bol ∀r ∈ Z∗n, ∀r′ ∈ Z∗n′-iïn xuw´d
{

x ≡ r (n)
x ≡ r′ (n′)

täg²itgäl n´ x ∈ Z∗nn′ baïx cor ganc ²iïdtäï.
Lemmääs “Z∗nn′-olonlogiïn älementüüdiïg n moduliar ji²ixäd Z∗n-

iïn älement bür n´ ϕ(n′) udaa dawtagdana” (2) ögüülbär mördön garna.
Iïmd

∏

a∈Z∗n
a

(2)≡ ( ∏

a∈Z∗
p

αi
i

a
)ϕ(n/p

αi
i ) ≡ (−1)ϕ(n/p

αi
i ) (1)≡ 1 (mod pαi

i )

mön ∏

a∈Z∗n
a

(2)≡ ( ∏

a∈Z∗2α

a
)ϕ(n/2α

i ) ≡ (±1)ϕ(n/2α) (1)≡ 1 (mod 2α)

tul n | an − 1.

1) – 4)-öös zaïl²güï bögööd xürälcäätäï nöxcöl bolox n´ xaragdana.

X-A3. ABC gurwaljny BC, CA, AB taluudyg aguulsan ²ulu-
unuud n´ xargalzan la, lb, lc ba A oroï dax´ öncög xamgiïn ix gäe.
Tx-äär lx ²uluuny xuw´ dax´ tänxlägiïn täg² xämiïg tämdägläe.

LEMMA 1 Xawtgaïn duryn cägiïg zöwxön lb ba lc ²uluunuudyn xuw´d
täg² xämtäï cägt ²iljüüläx üïldlüüdäär A öncögt bagtaaj bolno.

Batalgaa. Xäräw ]A ≥ 90◦ bol Tb, Tb ◦ Tc üïldlüüdiïn al´ nägäär,
60◦ ≤ ]A < 90◦ bol Tb, Tb ◦Tc, Tc ◦Tb ◦Tc üïldlüüdiïn al´ nägäär ∠A-d
bagtana.
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LEMMA 2 Xawtgaïn duryn P cägiïg ug cägääs gurwaljny A oroï xürtälx
zaï n´ öörqlögdöxgüï baïxaar ∠A-d bagtaax ϕP gäsän täg² xämüüdiïn
kompozici oldono.

Batalgaa. Ömnöx lemmääs ²uud mördönö.
Lemma 1-ääs zöwxön A öncögt bagtsan cägüüdiïg l ABC gurwaljny

dotor oruulj bolno gädgiïg l xaruulaxad xangalttaï bolox n´ xarag-
daj baïna.

A′ n´ la-iïn xuw´d A-taï täg² xämtäï cäg gäe. A′-iïg daïruulan
BC-täï parallel´ ²uluun tataad tüüniï AB, AC taluudyn ürgäljläliïg
ogtlox cägüüdiïg B1, C1 gäe.

LEMMA 3 ∠A-iïn AB1C1 gurwaljny gadna or²ix P cägääs A xürtälx
zaïg r1, A′ xürtälx zaïg r2 gäwäl r1 − 2h2

r1
≥ r2 baïna. Änd h n´ gur-

waljny A oroïgoos buulgasan öndriïn urt.
Batalgaa. 4AA′P -iïn A′ n´ moxoo ba AA′ = 2h tul r2

1 ≥ r2
2 + 4h2

bolno. Ändääs r1 − r2 ≥ 4h2

r1 + r2
≥ 2h2

r1
bolj batlagdaw.

Lemma 3-aas bid A-iïn AB1C1 gurwaljny gadna or²ix duryn P
cägiïg AB1C1 gurwaljind bagtaaj bolox n´ xaragdaj baïna. Uqir
n´ Ta-aar P n´ A cägt dor xa¶j 2h2

r1
xämjäägäär oïrtox ba daraa n´

tüüniïg ϕP -äär A-d bucaaj bagtaana. Änä üïldliïg dawtaxad r1 ≥
r2 ≥ r3 ≥ · · · tul n alxamyn daraa P n´ A-d dor xa¶j

2h2

r1
+ · · ·+ 2h2

rn
≥ n · 2h2

r1

xämjäägäär oïrtono. Änä üïldäl x¶zgaargüï ürgäljläx bolomjgüï
tul P cäg AB1C1 gurwaljin dotor orno. Odoo 4AB1C1 dotor baï-
gaa cägiïg 4ABC-d oruulj qadaxyg xaruulaxad xangalttaï. Ta täg²
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xämäär A′BC gurwaljny cägüüd 4ABC-d orox tul A′B1B, A′C1C gur-
waljny cägüüdiïg 4ABC-d oruulj qadaxyg batla¶. B ba C cägüüdäd
töwtäï xargalzan AB ba AC diametrtäï toïrguudyg awq üz³e. C-d
töwtäï toïrgiïg ω, ω-iïn BC-täï ogtlolcox cägiïg N gäe.

Xäräw ∠A ≥ 90◦ bol ädgäär toïrguud n´ AB, AC taluudyn ürgäljlältäï
ogtlolcono.

Nögöö talaas lemma 2-täï töstäïgäär (Tb ◦ Ta)k, Ta ◦ (Tb ◦ Ta)k

xälbäriïn täg² xämüüdiïn kompozicuudaar ω toïrgiïn büx cägiïg ω
toïrgiïn CAN sektort oruulj bolno. Ööröör xälbäl A′C1C gur-
waljny cägüüdiïg ABC gurwaljin dotor oruulj qadna. Töstäïgäär
A′B1B gurwaljny cägüüdiïg ABC gurwaljin dotor oruulj qadna.

Xäräw 60◦ ≤ ∠A < 90◦ bol ω n´ AB, AC taluudtaï ogtlolcono. ω
toïrgiïn AB taltaï ogtlolcox cägiïg L ba AC ⊥ AK gäe.

Ömnöxtäï ijläär ω toïrgiïn büx cägiïg ω toïrgiïn CAN sek-
tort oruulj bolno. Änä toxioldold ω toïrgiïn AL numd xargalzax
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segmentäd oqix cägüüdiïg 4ABC-d oruulj qadna gäj batlaxad xan-
galttaï. AN n´ ∠A′AK-iïn bissektriss boloxyg xaraxad töwöggüï
bögööd ändääs ∠A′AB ≥ ∠BAK tul Tc-äär AL segment 4CAL-d orno.
Üüntäï adilaar A′B1B gurwaljny cägüüdiïg ABC gurwaljin dotor
oruulj qadna. Ändäääs batlax züïl batlagdaw.

X-B1. Cikl täncätgäl bi² tul a-g xamgiïn ix gäe. Nögöö talaas
a ≥ b ≥ c üed

(
a

b
+

b

c
+

c

a

)
−

(
b

a
+

c

b
+

a

c

)
=

(a− b)(b− c)(c− a)
abc

≤ 0

tul a ≥ b ≥ c gäj üzääd täncätgäl bi²ää batlaxad ¶wcuuraxgüï.
Kwadrat zärägt däw²üülbäl:

a2

b2
+

b2

c2
+

c2

a2
+

2b

a
+

2a

c
+

2c

b
≥ 9(a2 + b2 + c2)

ab + bc + ca

gäj batlax ²aardlagataï.
1◦.

b

a
+

a

c
+

c

b
− 3 =

(b− c)2

bc
+

(a− b)(a− c)
ac

;

2◦.
a2

b2
+

b2

c2
+

c2

a2
− 3 =

(b− c)2(b + c)2

b2c2
+

(a2 − b2)(a2 − c2)
a2b2

;

3◦. a2 + b2 + c2 − (ab + bc + ca) = (b− c)2 + (a− b)(a− c) gädgiïg tus
tus a²iglawal batlax täncätgäl bi² n´:

(b− c)2M + (a− b)(a− c)N ≥ 0

täncätgäl bi²id ²iljinä. Änd

M =
2
bc

+
(b + c)2

b2c2
− 9

ab + bc + ca

N =
2
ac

+
(a + b)(a + c)

a2b2
− 9

ab + bc + ca

1) b− c ≥ a− b baïg. Tägwäl 2(b− c)2 ≥ (a− b)(a− c) (∗) baïna.

M ≥ 2
bc

+
4bc

b2c2
− 9

ab + bc + ca
=

=
6
bc
− 9

ab + bc + ca
=

6(ab + ac)− 3bc

bc(ab + bc + ca)
> 0
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M + 2N ≥ 6
bc
− 18

ab + bc + ca
=

6(ab + ac)− 12bc

bc(ab + bc + ca)
≥ 0

(∗)-oos

(b− c)2M + (a− b)(a− c)N ≥ 1
2
(a− b)(a− c)(M + 2N) ≥ 0

2) b− c ≤ a− b baïg. 2b ≤ a + c (∗∗) ba M ≥ 0 baïx n´ ilt.

N ≥ 2
ac

+
a + b + c

ab2

(∗∗)
≥ 2

ac
+

3
ab
≥ (

√
2 +

√
3)2

ac + ab
>

9
ab + bc + ca

Täncäl zöwxön a = b = c üed l bielänä.

X-B2. Mörüüd ba baganuud gäsän 2 tuïltaï graf awq üz´e. Xäräw i-r
mör j-r baganyn älement täg bi² bol ij n´ irmäg, äsräg toxioldold ij n´
irmäg bi² gäe. Änä graf n´ ¶daj näg irmägtäï bol tär n´ Xollyn teo-
remiïn (OU-yn sorilyn bodlogo xarna uu) nöxcliïg bielüüldäg gädg-
iïg xaruul³¶. Duryn k ²irxäg möriïg songoj awsan gäe. Xäräw mör ba
baganyn toonuudyn niïlbäriïg s > 0 gäwäl ädgäär k ²irxäg möriïn
toonuudyn niïlbär sk bolno. Odoo ädgäärtäï irmägäär xolbogdson
baganuudyg B1, . . . , Bl gäe. Bi bagany songogdson möriïn toonuudyn
niïlbäriïg si gäe. Mädääj si ≤ s ba sk = s1 + · · ·+ sl baïx n´ oïlgomj-
toï. Ändääs k ≤ l bolj baïna. Iïmd Xollyn teorem ësoor mör büriïg
¶lgaataï baganuudad irmägäär xolbogdson baïxaar xargalzuulj bolno.
Ööröör xälbäl al´ q 2 n´ näg mör, näg baganad or²ixgüï baïxaar täg
bi² n too olj qadaj baïna. Ädgääriïg xamgiïn bagaar n´ bagasgaxad
xüsnägtiïn 0-iïn too nämägdänä. Mädääj xüsnägtiïn büx too 0 bolson
üed l däärx üïldliïg xiïj qadaxgüï n´ oïlgomjtoï.

X-B3. Dörwön öncögtöd bagtsan toïrog AB, BC, CD, DA talu-
udyg xargalzan M , N , K, L cägüüdäd ²ürgädäg. MN , NK, KL, ML
taluudyn dundaj cägüüd xargalzan B′, C ′, D′, A′ ba bagtsan toïrgiïn
xuw´d P cägiïn pol¶r ²uluunyg lP gäj tus tus tämdägläe. (A ∈ lb ⇔
B ∈ lA baïdag).
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Iïmd Q ∈ lB′ , Q ∈ lD′ ⇒ B′ ∈ lQ, D′ ∈ LQ buµu lQ ≡ B′D′. Üün-
täï adilaar lP ≡ A′C ′ bolox ba (B′D′ ∩ A′C ′) = T gäwäl T ∈ LQ, T ∈
LP ⇒ Q ∈ lT , P ∈ lT buµu lT ≡ PQ bolno. Mön JT ⊥ PQ bolno.
Iïmd bid O, J, T cägüüd näg ²uluun däär or²ino gäj batalwal xan-
galttaï. Bagtaasan toïrgiïg ω gääd bagtsan toïrgoor inwers aw³¶.
A, B, C, D → A′, B′, C ′, D′ ba ω → ω′ gäe. A′B′C ′D′ n´ par-
allelogramm ba toïrogt bagtax tul täg² öncögt bolno. Iïmd T n´
ω′ toïrgiïn töw bolox ba inwersäär O, J, T cägüüd näg ²uluun däär
or²ino.
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MMO-43, Bagyn bag²iïn III dawaa

D.Ganzorig
BB-A1. p anxny toony xuw´d √m +

√
m + p natural too baïx m-too

olddog baïx büx p-g ol.
BB-A2. Natural toonoos tüüniï cifrüüdiïn niïlbäriïg xasaxad 2007

garsan bol ug toog ol.
BB-A3. Güdgär 5-öncögtiïn büx oroï bolgon diagonaliïn ogtlolu-

udyg cänxär öngöör budaw. Al´ näg tal äswäl al´ näg diago-
nal´ däärx budagdsan cägüüdiïg cänxär äswäl ulaanaar sol´dog
(cänxär−→ ulaan, ulaan −→ cänxär) üïldläär büx cägüüdiïg
ulaan bolgoj bolox uu?

BB-B1. Büx xuwaagqdyn n´ süülqiïn cifrüüdiïn niïlbär 33 baïx
500-aas ix 1000-aas baga sondgoï natural toonuudyg ol.

BB-B2. x, y, z n´ boditoï toonuud bol

(
x

2
+

y

3
+

z

6
)2 ≤ x2

2
+

y2

3
+

z2

6

baïna gäj batal, xädiïd täncäldää xüräx wä?
BB-B3. Ogtorguï cäg büriïg 5-öngiïn al´ nägäär , al´ q öngöör dor

xa¶j 1 cäg budagdsan baïxaar budaxad dor xa¶j 4 öngöör büx
cägüüd n´ budagdsan xawtgaï oldoxyg batal.

BB-A1. p = 2t+1 bol m = t2 gäj awna. p = 2 bol √m+
√

m + 2 ∈ N
baïx m olddog baïg.

√
m + 2 = y −√m ⇒ √

m =
2− y2

2y
∈ Q⇒ √

m ∈ Z⇒ √
m + 2 ∈ Z

baïx ëstoï baïna. Iïmd p-n´ büx sondgoï anxny too.
BB-A2. abcd = 1000a + 100b + 10c + d.

1000a + 100b + 10c + d− (a + b + c + d) = 9(111a + 11b + c) = 2007

111a + 11b + c = 223

a-iïn bolomj
a > 1, a < 3 ⇒ a = 2.

11b + c = 1 b = 0, c = 1

d-¶mar q too baïj bolno. [2010, 2019]-büx too.
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BB-A3. Diagonaliudyn ogtlold üüsäx bögööd 5-öncögtiïg awq
üz´e. Ögsön üïldäl n´ änä 5-öncögtiïn ¶g 2 oroïn öngiïg öörqlönö
äswäl ügüï.

BB-B1. Niïlbär n´ 33 täncüü tul xuwaagqdyn too n´ sondgoï
baïna. ⇒ toony kwadrat⇒ [500, 1000]-yn kwadratuudyg ²algana. (729)

BB-B2.

x2

2
+

y2

3
+

z2

6
− (

x

2
+

y

3
+

z

6
)2 =

1
6
(x− y)2 +

1
12

(x− z)2 +
1
18

(y − z)2 ≥ 0

ba täncäldää x = y = z üed xürnä.
BB-B3. Büx cägüüd n´ 3-öngöör budagdsan ²uluun oldox bol ilärxiï.

Guraw ba tüünääs olon öngöör budagdsan ²uluuny xuw´d tüüniïg aguul-
san ug ²uluunyxaas ¶lgaataï öngötäï cägiïg daïrsan xawtgaïg tatna.
Odoo büx ²uluunuud 2-oos olongüï öngöör budagdsan gäj üz´e. 5-
¶lgaataï ²uluun däärxi 5 ¶lgaataï cäg awlaa. Ädgääriïn al´ q 4-n´
1-xawtgaï däär or²ixgüï. Ädgääriïg xos xosoor n´ xolboson 10 ²uluun
n´ ädgäärtäï paralell´ bi² ¶mar näg xawtgaïg 10 cägt ogtlolcono.
Ädgäär 10 cäg n´ dor xa¶j 4 öngöör budagdsan baïna gädäg n´ ilärxiï.

MMO-43, Bagyn bag²iïn IV dawaa

D.Ganzorig
BB-A1 (D.Ganzorig). 43-oroïtoï grafyn irmägüüdiïg 3 öngöör al´

q ijil öngiïg büx irmägüüdiïg xasaxad xolboost graf üüsdäg
baïxaar budaj boldog bol ug graf xamgiïn bagadaa xädän ir-
mägtäï baïx wä?

BB-A2 (N.Daïwiï-Od, P.Renqinbal). Xawtgaï däär daraaxi nöx-
cölüüd zäräg bieldäg 12 cäg tämdägläj boloxyg xaruul. Üünd
a) Tädgäär däär oroïtoï 3 ¶lgaataï kwadrat olddog.
a) Tädgäär däär oroïtoï 16 ¶lgaataï zöw gurwaljin olddog.

BB-A3 (A.Xa²baatar). ABCD paralelogrammyn xurc öncgiïn oroï
A cägiïg daïrq AB,AD xoër tal bolon AC diagonaliïg ogtol-
son toïrgiïg B1, C1, D1 cägt ²ürgäsän gurwan ²uluun xargalzan
B, C,D oroïg daïrqää. Xäräw BB1, CC1, DD1- xärqmüüdäär gur-
waljin baïguulj boldog bol ¶mar gurwaljin baïx wä?
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BB-B1 (D.Ganzorig). N -n´ näg ²uluun däär or²ix xos xosooroo ül
ogtlolcox K-²irxäg xärqmüüdiïn olonlog. Duryn 1-ääs ixgüï
urttaï xärqmiïg tüüniï tögsgölüüd n´ N -d xar´¶lagdaj baïxaar
baïrluulj boldog bol N -iïn xärqmüüdiïn urtuudyn niïlbär
1
k

-aas xäträxgüï gäj üzüül.

BB-B2 (D.Batnasan, U.Batzorig). 2 × n xüsnägtäd bagany toonu-
udyn niïlbär 1 baïxaar äeräg bodit toonuud biqigdsän baïg.
Bagana bürääs too songogdson baïxaar mör büriïn toonuudyn
niïlbär n + 1

4
-ääs xäträxgüï baïxaar toonuudyg songoj bolno

gäj batal.
BB-B3 (D.Ganzorig). 2007 oroïtoï xolboost grafyn oroï büriïn

zäräg 93-aas bagagüï bol xamgiïn urt zam n´ 62-oos ixgüï oroïg
aguulna gäj batal.

BB-A1. x, y, z n´ xargalzan xar, cagaan, ulaan irmägüüdiïn too
bol mod grafyn qanar ësoor x + y ≥ 42, x + z ≥ 42, y + z ≥ 42 bolno.
Ändääs x+y+z ≥ 3 · 42

2
= 63. Odoo ¶g 63 irmägtäï ögsön nöxcöl xangax

graf baïguul³¶.

y z

xx x

z

x

yy yz z

x

Üünääs ööriïg q baïguulj bolno.

BB-A2. A1A2A3A4 kwadratyn taluud däär dotor tald n´

A1A2B1; A2A3B2; A3A4B3; A4A1B4

zöw gurwaljnuud baïguulaw. Änä toxioldold

A1B3B2; A2B4B3; A3B1B4; A4B2B1

gurwaljnuud zöw gurwaljin boloxyg xaruul³¶.
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A1 A2

A3A4

B3

B4

B1

B2

C4

C3
C2

C1

B1A2A3; B4A4A3; B1A1B4 gur-
waljnuud n´ xargalzan A2, A4, A1

oroïnuudad 30◦ büxiï ijil urt-
taï xajuu taluud büxiï adil
xajuut gurwaljnuud bolox uqir
B1A3; B4A3; B1B4 suriud n´
täncüü baïx uqir A3B1B4 zöw
gurwaljin bolno. Busad gur-
waljinguudyn xuw´d analogoor
xaruulna. B1B2B3B4 kwadrat bolox
n´ ilärxiï. Änd 8 zöw gurwaljin 2
kwadrat üüsnä. A1A2A3A4 kwadrat
däär baïguulsan däärx 4-n cägiïg

B1B2B3B4 kwadratyn dotor däärxtäï adilaar baïguulsnaar 16 zöw gur-
waljin 3-n kwadrat büxiï 12 cäg oldoj baïgaa µm.
Da²ramd durdaxad A1B4 ba A3B3; A2B1 ba A4B4; A3B2 ba A1B1; A4B3

ba A2B2 xärqmüüdiïn ogtlolyn cägüüdiïg xargalzan C1; C2; C3; C4

gäj tämdägläwäl ädgäär n´ süülqiïn baïguulagdax cägüüdtäï dawxcdag
züï togtoltoïg mön x¶lbarxan xaruulj bolno.

BB-A3. 1) ∠BCA = ∠CAD = ∠FAG =
1
2

`
GF = ∠GEF ;

2) ∠CAB = ∠FAE =
1
2

`
EF = ∠FGE boloxod M EFG vM CBA:

EF

BC
=

FG

AB
=

EG

CA
(1)

AEF -d bagtsan dörwön öncögt boloxoor AG ·EF + AE ·GF = AF ·EG
(1)-g a²iglaxad

AG ·BC + AE ·AB = AF ·AC (2)

AG = AD − DG,AE = AB − BE, AF = AC − CF boloxoor (2)-d or-
luulaad ämxtgäsniï daraa (Änd BC = AD gädgiïg sanax xärägtäï)
AD2 −AD ·DG + AB2 −AB ·BC = AC2 −AC · CF
AD ·DG + AB ·BE −AC · CF = AD2 + AB2 −AC2

ABC gurwaljny ∠ABC-moxoo uqraas AD ·DG+AB ·BE−AC ·CF < 0
Ogtlogq, ²ürgägqiïn teorem ësoor AD·DG = DD2

1, AB·BE = BB2
1 , AF ·

AC = CC2
1 gädgiïg sanawal DD2

1 + BB2
1 − CC2

1 < 0
Iïnxüü DD1, BB1, CC1 xärqmäär gurwaljin baïguulj boldog baïwal
CC1 talaas xündiï or²ix öncög moxoo baïna.

BB-B1. si, i = 1, k n´ N -iïn xärqmüüdiïn urt. Näg üzüür n´ si-d
nögöö n´ sj-d or²ix büx bolomjit Tij-xärqmüüdiïn olonlog awq üz´e.

47



min Tij = 1, max Tij = 1 + si + sj baïna. Iïmd Tij-iïn xärqmüüdiïn
urt n´ si + sj urttaï xärqimd xar´¶alagdana. Mön i-r xärqimd bag-
tax Ti-xärqmüüdiïn olonlog n´ si-urttaï xärqmiïg düürgänä. Iïmd

∑
1≤i≤j≤k

Tij +
k∑

i=1

Ti-n´
k∑

i=1

(si + sj)-aas xäträxgüï. Iïmd T -olonlogiïn

xärqmüüdiïn urt n´ k(s1 + ... + sk)-xäträxgüï. nögöö talaas nöxcöl

ësoor T -n´ [0, 1]-äär bürxäx ëstoï. Ändääs k ·
k∑
1

si ≥ 1 ⇒
k∑

i=1

si ≥ 1
k
.

BB-B2. Bagana bürääs xamgiïn baga älementiïg songoë (Xäräw
täncwäl duraar songono). Änä toxiold bagana bürääs too songogdono.
I möröös a1, a2, ..., ar; II möröös b1, b2, .., bs toonuud songogdson baïg.
ak ≤ 1

2
(k = 1, r) ba bk ≤ 1

2
(k = 1, s) boloxyg ²algaxad töwög-

güï r ≤ n, s ≤ n uqraas ömnöxiïg toocwol

a1 + a2 + ... + ar ≤ n

2
<

n + 1
2

b1 + b2 + ... + bs ≤ n

2
<

n + 1
2

songogdox nöxcöl toxirq baïna.H
BB-B3. Äsrägääs n´ A-aas B-d 63-aas baga oroï daïrq oqdog baïg.

A-taï xolbogdox oroïnuudyg büläg bolgon xuwaa¶. A-d 0 zam tuulj
oqdog A-ööröö. 1 n´ A-aas ²uud oqdog gäx mät k-n´ A-aas ¶g k− 1 oroï
daïrq oqdog (baga baïj boloxgüï). Iïmd 65-aas ixgüï büläg üüsnä.
k = 0, 1, 2 üed 3k, 3k + 1, 3k + 2-d niït 94 bagagüï oroï orno. 3k + 1
bülgiïn ¶mar nägän oroïgoos dor xa¶j 93-irmäg ögsön bülgüüdiïn oroï
ruu tardag. Ändääs 94 · 22 > 2007 zörqil.
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MMO-43, Dundyn bag²iïn III dawaa

C.Da²dorj
DB-A1 (C.Da²dorj). 3 ≤ n ∈ N, 0 6= a ∈ R ögögdsön baïg. xn + ax+

1 = 0 täg²itgäliïn kompleks ¶znuur z n´ |z| ≥ n

√
1

n−1 -g xangana
gäj batal.

DB-A2 (C.Da²dorj). 1 < n ∈ N ögsön baïg. 1 ≤ i ≤ n baïx i ∈ N
büriïn xuw´d a1 + ... + an|ai

1 + ... + ai
n baïx xos xosooroo ¶lgaataï

bögööd xarilcan anxny baïx büx natural n-üüd (a1, ..., an)-g ol.
DB-A3 (C.Da²dorj). x1, ..., xn ∈ R bol

n∑
i,j=1

|xi + xj | ≥
n∑

i=1

|xi| gäj

batal.
DB-B1 (C.Da²dorj). a = 4k−1 ∈ N bol ∀n ∈ N-iïn xuw´d 2n−1|sn =

C0
n − C2

na + C4
na2 − C6

na3 + ... gäj batal.
DB-B2 (C.Da²dorj). k ∈ Z baïg. {an}∞0 daraalal n´ a0 = 0, a1 =

1, n ≥ 2 üed an = 2kan−1−(k2+1)an−2 gäj ögögdsön ba p n´ 4m+3
xälbäriïn anxny too baïg.
a) an+p2−1 ≡ an(p)
b) an+p3−p ≡ an(p2) gäj batal.

DB-B3 (C.Da²dorj). A1, ..., A35 ögsön olonloguudyn xuw´d |Ai| =
27, i = 1, 35 ba ädgääriïn al´ q gurwyn ogtlolcol ¶g näg erönxiï
älementtäï bol

35⋂
i=1

Ai-xooson bi² gäj batal.

DB-A1. z = reiα, α 6= 0, π baïg rn cosnα + ra cos α + 1 + i(rn sin α +
ra sin α) = 0 rn cos α + ra cos α + 1 = 0, rn sin α + ra sinα = 0. I-iïg sin α,
II-iïg cos α-aar ürjüülj xaswal: rn sin(n−1)α = sinα,rn| sin(n−1)α| =
| sin α|. κ ∈ N üed | sin kα| ≤ k| sin α|-iïg indukcäär batalj bolox tul
| sin α| ≤ rn(n− 1)| sin α|, |z|n = rn > 1

n−1

DB-A2. sk = ak
1 + ... + ak

n gäwäl s1|s1, s2, ..., sn baïna i > n bol
s1|si gäj batla¶. MK II,xuudas 93-yn (8’)-d k = n + 1, n + 2, ... gäx,mät
daraalan tawix zamaar k > n bol s1|sk bolox n´ garna. Üügäär

∀m, s1|sm (1)

pk|s1 baïg k < m ba ϕ(pk)|m bol 1-äär

pk/sm (2)

Xäräw ∃ai, p|ai bol pk|am
i
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Iïmd Äïleriïn teoromoor sm ≡ n
∨

n− 1(pk)
Ändääs 2-oor n ≡ 0(pk)äswäl n− 1 ≡ 0(pk)

Üügäär n(n− 1) ≡ 0(s1). Ändääs

s1|n(n− 1) (3)

s1 n´ äxniï n − 1 anxny toony niïlbär däär 1-iïg nämsnääs bagagüï
n > 5 bol s1 ≥ 1 + 2 + 3 + 5 + 7 + 11 + 13 + 15 + 17 + ... + (2n − 1), änd
9 oroogüï Iïnxüü s1 > n2 − 9 + 2 = n2 − 7 ba n > 7 bol s1 > n2 − 7 >
n2 − n = n(n− 1) > s1 buµu änä üed zörqild xürnä. n = 4, 6 üed äxniï
n−1 anxny toony niïlbär däär 1-iïg nämbäl n(n−1)−1 bolno. Änä too
mön (3)-taï zörqildönö, gäx mät üldäx toxioldluud (3)-d zörqildöxiïg
²algana.

DB-A3. f(x1, ..., xn) =
n∑

i,j=1

|xi + xj |, g(x1, ..., xn) =
n∑

i=1

|xi| gäe .

Äeräg xi-üüdiïg tädgääriïn arifmetik dundjaar sol´wol f -d ösöxgüï
gädgiïg xaruula¶. Ingäsnäär g ül öörqlögdöx n´ todorxoï
x1, ..., xk > 0 gäj üz´e. Tägwäl

k∑
i,j=1

|xi + xj |mön ül öörqlögdönö. i > k

baïg. fi(x1, ..., xk) =
∑k

j=1 |xi + xj | gäe. |xi + x| xotgor funkc tul
x1, ..., xk-üüdiïn arifmetik dundjaar n´ sol´wol Ïenseniï täncäl bi²äär∑k

j=1 |xi + xj | mön ösöxgüï.

f =
k∑

i,j=1

|xi + xj |+
n∑

i,j=k+1

|xi + xj |+ 2
n∑

i=k+1

fi(x1, ..., xk)

tul f ösöxgüï baïna. Sörög xi-üüdiïn xuw´d mön iïm züïliïg xälj
qadna. Iïmd x1 = x2 = ... = xk = −a, xk + 1 = ... = xn = b a, b > 0 gäj
üzäj qadna. Tägwäl 2k2a+2(n−k)2b+2k(n−k)|a− b| ≥ kna+(n− k)nb
gäj batlax xärägtäï.
a ≥ b gäj üzwäl (2k2+2k(n−k)−kn)a+(2(n−k)2−2k(n−k)−(n−k)n)b ≥
0, kna + (n2 + 4k2 − 5nk)b ≥ 0 gäj batlax xärägtäï bolow. a > 6 tul
kna + (n2 + 4k2 − 5nk)b ≥ (kn + n2 + 4k2 − 5nk)b = (n− 2k)2b ≥ 0

DB-B1.
(1 + i

√
a)n = sn + i

√
atn (1)

(1− i
√

a
n = sn − i

√
atn) (2)

sn =
1
2
[(1 + i

√
a)n + (1− i

√
a)n] (3)
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z1 = 1+ i
√

a, z2 = 1− i
√

a ¶zguurtaï kwadrat täg²tgäl n´ z2−2z +(a+
1) = 0 tul

sn+2 = 2sn+1 − (1 + a)sn (4)

(3)-aas s1 = 1, s2 = 1 − a = 2 − 4k = 2(1 − 2k) tul n = 1, 2 üed (∗)
bielägdäw. 2n−1|sn ba 2n|sn+1 gäwäl 1 + a = 4k ba 2n+1|(1 + a)sn tul
(4)-öös 2n+1|sn+2 gäj garna.

DB-B2. 1). §10,11 Teorom 2-oor p n´ ängiïn G too bolno. p - k + i,
p - k − i baïx n´ ilärxiï. §10.17-9-öör Zp[i]∗ Zp[i] \ {0} buµu |Zp[i]∗| =
p2 − 1 bolno. Iïmd α ∈ Z[i]∗ bol αp2−1 ≡ 1(p) bolno. ((Zp[i]∗, ·) bülägt
Lagranjiïn teoromyg xärägläw). Nögöö talaas an = Aαn+Bβn, A, B ∈
Zp[i], α, β n´ x2 − 2kx + k2 + 1 = 0 täg²tgäliïg ¶zguur buµu {α, β} =
{k + i, k − i} Iïmd an+p2−1 = Aαn+p2−1 + Bβn+p2−1 ≡ Aαn + Bβn ≡ an

(mod p)
2). (a, p) = 1 bolαp3−p ≡ 1 (mod p2): 1)-äär αp2−1 ≡ 1(p) tul 1.6-4a-

aar αp3−p ≡ 1(p2) bolno.
Iïmd an+p3−p ≡ Aαn+p3−p + Bβn+p3−p ≡ Aαn + Bβn ≡ an(p2)
DB-B3. Lemm. 8-aas cööngüï Ai-iïn ogtlolcold orox α älement

oldono.
Ci = Ai ∩A35, 1 ≤ i ≤ 34 gäwäl |Ci ∩ Ci| = |Ai ∩A35 ∩Aj | = 1, i 6= j.

Ci ∩Cj = {xij}-iïn too C2
34 ba xij älementüüdiïn too |A35| = 27-oos ül

xätärnä.
Iïmd ∃α 3 A35, α älement dC2

34/27e = 21-²irxäg Ci ∩ Cj-d orno.
C2

7 = 21 tul α älement xamgiïn cööndöö 7 Ci-d orno. α ∈ A35 tul
α älement 8 Ai-d orox bolow. Lemma batlagdlaa. α ∈ A1, ..., Ar, α 6∈
Ar+1, ..., An 35 > r ≥ 8 gäj üz´e. 1 ≤ i < j ≤ r baïx i, j-iïn xuw´d
Bij = Ai ∩ Aj ∩ Ar+1 gäe. Bij bür ganc älementtäï ba Bij-iïn too
C2

8 = 28-aas cööngüï ba |Ar+1| = 27 tul Bij-üüdiïn 2n´ dawxcana, tär
n´ Bpq = Brs = {b} gäwäl |{p, q, r, s}| ≥ 3 ba b ∈ Ap, Aq, Ar, As, Ar+1 −→
α = b ∈ Ar+1 bolj α 6∈ Ar+1-d zörqiw.

51



MMO-43, Dundyn bag²iïn IV dawaa

C.Da²dorj
DB-A1 (C.Batxüü). Älementüüdiïnx n´ niïlbär 5-d xuwaagddag

{1, 2, ..., 5n} olonlogiïn däd olonloguudyn toog ol.
DB-A2 (D.Batnasan). �uluun däär duryn baïr²iltaï 101² xärqim

ögöw. Äswäl erönxiï cägtäï 11 xärqim, äswäl al´ q 2-n´ ül ogtol-
cox 11 xärqim oldoxyg batal.

DB-A3 (A.Ganbat). p sondgoï anxny too. g-n´ tüüniï anxny ¶zguur
baïg. A = {k2 + 1|1 ≤ k ≤ p− 1

2
} ba B = {gm|1 ≤ m ≤ p− 1

2
}

olonloguud p moduliar täncüü baïx büx p-g ol.
DB-B1 (C.Da²dorj). x, y, z ∈ N, xy = z2 + 1 bol ∃a, b, c, d ∈ Z,

x = a2 + b2, y = c2 + d2, z = ac + bd gäj batal.
DB-B2 (A.Xa²baatar). ABC zöw gurwaljnyg bagtaasan toïrog dotor

duryn P cäg awaw. PA,PB, PC xärqmüüdäär gurwaljin baïguulj
boloxyg batal. Xäräw toïrgiïn radius R, P cägääs toïrgiïn töw
xürtläx zaï d bol baïguulsan gurwaljny talbaïg ol.

DB-B3 (G.Batza¶a). n = pα1
1 ...pαs

s ≥ 2 baïg. Xäräw α ∈ N-iïn xuw´d
pi − 1 - α, i = 1, s baïdag bol n | ∑

a∈Z∗n
aα gäj batal.

DB-A1. f(x) = (1 + x)(1 + x2)...(1 + x5n) olon gi²üünt awq üzwäl
tüüniï xa1xa2 ...xam gi²üünt bürt {1, 2, ..., 5n} olonlogiïn {a1, a2, ..., am}
däd olonlogiïg xarilcan näg utgataïgaar xargalzuulj bolno. Iïmd
bid k äeräg toxioldold f(x) olon gi²üüntiïn x5k xälbärtäï gi²üüdiïn
ömnöx koäfficientuudyn niïlbär S-iïg oloxod xangalttaï.

ξ = e
2πi
5 n´ nägjiïn 5 zärgiïn ¶zguur bolog. Tägwäl ξ5 = 1 ba

1 + ξ + ξ2 + ξ3 + ξ4 = 1 tul

S =
1
5

5∑

j=1

f(ξj)

Nögöö talaas ξ, ξ2, ξ3, ξ4, ξ5 = 1 n´ g(x) = x5−1 olon gi²üüntiïn ¶zguur
buµu

g(x) = x5 − 1 = (x− ξ)(x− ξ2)(x− ξ3)(x− ξ4)(x− ξ5)

g(−1) = −2 = (−1− ξ)(−1− ξ2)(−1− ξ3)(−1− ξ4)(−1− ξ5).

Ändääs
(1 + ξ)(1 + ξ2)(1 + ξ3)(1 + ξ4)(1 + ξ5) = 2
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tul f(ξ) = 2n ba j = 2, 3, 4 toonuudyn xuw´d q mön f(ξj) = 2n ba
f(ξ5) = f(1) = 25n. Iïmd

S =
1
5
(4 · 2n + 25n) =

1
5
(2n+2 + 25n).

DB-A2. Xärqim büriïn xuw´d tüüntäï ül ogtolcox, züün tald n´
or²ix, xoorondoo ül ogtolcox xamgiïn olon tootoï oldox xärqmüüdiïn
toog k−1 gäwäl, tuxaïn xärqimd k gäsän jin xargalzuul³¶. k ≥ 11 bol
ül ogtolcox 11 xärqim oldoxod xürnä. Iïmd xärqim büriïn jin n´
10 xäträxgüï (k ≤ 10) baïg. 101 xärqim baïgaa tul Drixleïn zarq-
maar ijil jintäï 11 xärqim oldono. Ijil jintäï 2 xärqim erönxiï
cägtäï. Xäräw tiïm bi² bol al´ näg n´ nögöögiïnxöö baruun tald
or²ij, tüüniï jin n´ nögöögiïxöösöö ix boloxod xürnä.

Lemm. �uluun däär or²ix al´ q 2 n´ erönxiï cägtäï xärqmüüd
bügd erönxiï cägtäï.
Xärqmüüdiïn züün talyn tögsgölüüdiïn xamgiïn ixiïg awq üzäxäd lemm
batlagdana.
Iïmd däär oldox ijil jintäï paralel´ xärqim erönxiï cägtäï bolloo.

DB-A3. K =
∏

a∈A

a, P =
∏

b∈B

b gäe.
p = 3 üed A = B baïna.
p > 3 gäe. Xäräw A = B bol K = P baïna. ⇒ K2 = P 2 baïx ëstoï.

g-anxny ¶zguur ⇒ gp−1 ≡ 1(p) ⇒ g
p−1
2 ≡ 1(p) baïna.

P 2 =




p−1
2∏

k=1

gk




2

=
(
g1+2+...+ p−1

2

)2

= g
p−1
2 · p+1

2 ≡ (−1)
p+1
2 (p)

baïna. ⇒
{

p ≡ 1(4) üed p2 ≡ −1(p)
p ≡ 3(4) üed p2 ≡ 1(p) baïna.

k2-g ol³ë. ∀k : k2 + 1 ≡ (p− k)2 + 1 (mod p) ba p2 + 1 ≡ 1(p) tul
k2 ≡

p∏
k+1

(k2 + 1) (mod p) baïna. kp-talbar awq üz´e:

G = {k1 + k2i|k1, k2 ∈ kp} gäe. ⇒ G n´ talbar baïna. G-däär
P (x) =

p∏
k=1

(x + k) olon gi²üünt awq üz´e. P (x) ≡ xp − x gäj batal³¶.

x = 0 üed P (x) ≡ 0 ≡ 0p − 0.
x 6= 0 üed xp−1 ≡ 1 ⇒ xp − x ≡ 0 ba P (x) ≡ 0(p) baïx n´ todorxoï.
Iïmd 1, 2, ..., p n´ P (x) − xp + x olon gi²üüntiïn ¶zguur bolox ba
deg(P (x) − xp + x) < p tul P (x) ≡ xp − x. Iïmd k2 =

p∏
1

(k2 + 1) =

53



p∏
1

(k+ i)(k− i) =
p∏

k=1

(k+ i) ·
p∏

k=1

(k+ i) ≡ P (i) ·P (−i) ≡ (ip− i)((−i)p + i) ≡
−(ip − i)2 (mod p) baïna.
⇒

{
p ≡ 1(4) üed k2 ≡ 0(p)
p ≡ 3(4) üed k2 ≡ 4(p) Iïmd k2 6≡ p2(p) buµu p > 3 üed A 6=

B ⇒ p = {3}.
DB-B1. Gaussyn cagirag G = Z[i]-d awq üz´e. Gaussyn anxny too

π/xy = z2 + 1 bol π/x
∨

π/y baïna. π/x bol π/x = x buµu N(π) = ππ/x
bolno. N(π) = 2

∨
p = 4k+1

∨
p2 = 4k+3 (MKII, x.47-48) ba p = 4k+3 -

z2 + 1 (MKI, x. ) tul N(π) = 2
∨

p = 4k + 1 l baïna.
Iïmd ∃α ∈ Z[ai], x = N(α) = a2 + b2 bolno. Mön adilaar y = N(β) =
c2 + d2 = N(c + di) = N(c − di) änd a, b, c, d ∈ Z.xy = N(α)N(β) =
N(αβ) = z2 + 1 = N(z + i). änd αβ = z + i gäj awq bolox tul z =
Re(a + bi)(c− di) = ac + bd bolno.
Tämdägläl. Änä bodolt n´ x1...xk = y2 + z2 baïx natural toonuudyn
xuw´d q toxirno, ööröör xälbäl tädgäär n´ xi = a2

i + b2
i , i = 1, k, y =

c2 + d2, z = m2 + n2 xälbärtäï l baïna.
DB-B2. Zöw ABC gurwaljin bagtaasan toïrog tataj ögsön P

bolon ABC gurwaljingaar 60circ öncgöör C oroïg toïruulan ärgüüläxäd
P cäg P ′ cägt , xarin B oroïg B′ cägt buusan bol A oroï n´ B oroï-
toï dawxcana. Ingäxäd PA = P ′A′ = P ′B bolno. CPP ′ zöw gur-
waljin bolox uqraas CP = PP ′ ingäxäär PBP ′ gurwaljny taluud
n´ PC, PA, PB baïna.

Odoo änä gurwaljny talbaïg OP = d bolon toïrgiïn R radiusaar
ilärxiïl´e.

Toïrgiïn töw n´ ABC gurwaljny xündiïn töw baïgaa boloxoor
Leïbniciïn teoremoor

PA2 + PB2 + PC2 = a2 + 3d2 (1)

ABC gurwaljny talyn urt towqloxyn tuld PA = k, PB = `, PC = m
gäxäd Gerony tom³ëogoor, olox talbbaïg S gäwäl

16S1 = (k + ` + m)(k + `−m)(k − ` + m)(−k + ` + m) =

= 2k2`2 + 2`2k2 + 2m2k2 − k4 − `4 −m4 (2)

∠PAC = α, ∠PAB = β gäwäl erönxiïdöö α ± β = 60◦ baïx bögööd
manaï toxioldold cos(α + β) =

1
2

buµu cosα cos β − 1
2

= sin α sin β

Kwadrat zärägt däw²üülääd xuwirgaxad cos2 α cos2 β + cos α cos β +
1
4

=
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1 − cos2 α − cos2 β + cos2 α cos2 β PAC,PAB xoër gurwaljnaas cos α =
a2 + k2 −m2

2ak
, cos β =

a2 + k2 − `2

2ak
tul ömnöx täncläd orluulaad ämxtgäs-

niï daraa

a4 + k4 + `4 + m4 = a2(k2 + `2 + m2) + k2`2 + `2m2 + m2k2 (3)

(1),(2),(3) tänclüüdääs 9d2 − 6a2d2 − 48S2
1 + a4 = 0 gäj garax uqraas

(a2 − 3d2)2 = 48S2
1 buµu d = 3, R = 5 gäsnäär a =

√
3` baïdgiïg sanawal

S1 = 4
√

3 kw.nägj bolno.
DB-B3. Äxlääd {

(n,Nα − 1) = 1
(n,N) = 1 (1)

baïx N toog baïguula¶. M = p1...ps gääd N =
s∑

j=1

gi

(M

pj

)pj−1

gäe. Änd

gj n´ pj-iïn anxny ¶zguur. Tägwäl N ≡ gj

(M

pj

)pj−1

≡ gj(pj) ba Nα−1 ≡
gα

j − 1(pj) baïna.
Xäräw 1 < (n,Nα − 1) bol ∃pj : 0 ≡ Nα − 1 ≡ gα

j − 1(pj) ⇒ pj − 1|α
zörqil. ⇒ n |

( ∑
a∈Z∗n

aα
)
(Nα − 1) gäj batlaxad xangalttaï

0 ≡
∑

a∈Z∗n
(aN)α −

∑

a∈Z∗n
aα = (Nα − 1)

( ∑

a∈Z∗n
aα

)
≡ 0(n)

55



OUMO-48-iïn soril 1

B.Sandagdorj(MUBIS)

1 (Q.Gantömör). a, b, c ∈ R+ bol
√

b + c

a
+

√
c + a

b
+

√
a + b

c
≥

√
6 · a + b + c

3
√

abc

täncäl bi² bieläxiïg batal.
2 (B.Sandagdorj). sin α =

29
1997

baïg. 199743 · sin 43α too büxäl
boloxyg batalj, 5-d xuwaaxad garax üldägdliïg ol.

3 (B.Ba¶sgalan). P1, P2, ..., Pn-xawtgaïn cägüüd.
1) �mar näg Pi-iïn xuw´d PiPj , i 6= j zaïnuud n´ dor xa¶j√

n− 3
4
− 1

2
¶lgaataï utgataï baïxyg batal.

2) Minimal´ zaï xamgiïn olondoo xädän udaa üüsäx wä?

1. (Olonlog töw surguul´ IX angiïn suragq Ä.Änxza¶a, Xöwsgöl XI
angi B.Cänd-Aµu² naryn bodolt )

A =

√
b + c

a
+

√
c + a

b
+

√
a + b

c
=

(b + c

a
+

c + a

b
+

a + b

c
+

+ 2

√
b + c

a
· c + a

b
+ 2

√
b + c

a
· a + b

c
+ 2

√
a + b

c
· c + a

b

) 1
2 gäe.

Ko²iïn täncäl bi² xärägläwäl

2

√
b + c

a
· c + a

b
= 2

√
b + c

b
· c + a

a
= 2

√(
1 +

c

b

)(
1 +

c

a

) ≥

≥ 2

√
4c√
ab

= 4
c

1
2

a
1
4 b

1
4

bolno.Üüntäï adilaar

2

√
b + c

a
· a + b

c
≥ 4

b
1
2

a
1
4 c

1
4
, 2

√
a + b

c
· c + a

b
≥ 4

a
1
2

c
1
4 b

1
4

bolno.

A ≥
((c

b
+

c

a
+

4c
1
2

a
1
4 b

1
4

)
+

( b

a
+

b

c
+

4b
1
2

a
1
4 c

1
4

)
+

(a

c
+

a

b
+

4a
1
2

c
1
4 b

1
4

)) 1
2

= B
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ba
c

b
+

c

a
+

4c
1
2

a
1
4 b

1
4

=
c

b
+

c

a
+

c
1
2

a
1
4 b

1
4

+
c

1
2

a
1
4 b

1
4

+
c

1
2

a
1
4 b

1
4

+
c

1
2

a
1
4 b

1
4
≥

≥ 6 · 6

√
c

1
2 ·4c2

a
1
4 ·4 · a · b 1

4 ·4 · b = 6
c

2
3

a
1
3 b

1
3

= 6
c

3
√

abc

gädgiïg xarwal

A ≥ B ≥
(
6

a
3
√

abc
+ 6

b
3
√

abc
+ 6

c
3
√

abc

) 1
2

=

√
6 · a + b + c

3
√

abc

bolj batlax züïl garna. Ko²iïn täncäl bi²iïn täncäldää xüräx nöx-
cöliïg sanawal ögögdsön täncäl bi² täncäldää a = b = c üed xürnä.

2. 1997n · sin nα = pn; 1997n · cos nα = bn gäj tämdägläe. Nöxcölöör
p1 = 29, b1 = ±√3987168 gäj garna. sin(n + 1)α = sin α · cos nα + cos α ·
sin nα, cos(n + 1)α = cos α · cosnα− sin α · sin nα adiltgalaas

an+1 = a1bn + b1an (1)

bn+1 = b1bn − a1an (2)

gäj garna (1)-ääs bn =
an+1 − b1an

a1
gäj oldox tüüniïg (2)-d oruulbal

an+2 − b1an+1

a1
= b1 · an+1 − b1an

a1
− a1an ⇒

an+2 − b1an+1 = b1an+1 − b2
1an − a2

1an ⇔ an+2 = 2b1an+1 − (b2
1 + a2

1)an(∗)
gäj garna. (∗)-oos a2n+1 = 2b1a2n − 19972 · a2n−1 buµu

2b1a2n = a2n+1 + 19972 · a2n−1eqno(∗∗)
baïna. Mön (∗)-oos

a2n+2 = 2b1a2n+1 − 19972a2n

gäj garax ba üüniïg 2b1-äär ürjüülbäl

2b1a2n+2 = 4b2
1a2n+1 − 199722b1a2n

buµu (∗∗)-iïg a²iglawal

a2n+3 + 19972 · a2n+1 = 4b2
1 · a2n+1 − 19972a2n+1 − 19974a2n−1
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bolno. Ändääs

a2n+3 = 2(19972 − 2 · 292)a2n+1 − 19974a2n−1

baïna.

a1 = 29; a3 = 19973 · sin 3α = 19973 · (3 sin α− 4 sin3 α)

buµu a3-büxäl too bolno. Iïmääs n-sondgoï üed an-n´ büxäl too bolno.
Nögöö talaas a1 ≡ −1(5), a3 = 2(5) buµu rekurrent daraallaas a2n+3 ≡
−(a2n+1 + a2n−1)(mod5) gäj garna. Iïmd a1, a3, a5, ... daraallyg 5-aar
ji²ixäd −1, 2,−1,−1, 2,−1, ... buµu 3-aar üelänä. Ändääs a43 ≡ −1(5)
baïna.

3. 1) m-¶mar näg cägääs busad cäg xürtläx ¶lgaataï zaïnuudyn
maksimal´ too baïg.
P`-xamgiïn züün zaxyn cäg baïg.
S- P` cägääs busad cäg xürtläx ¶lgaataï ¶lgaataï zaïnuudyn too
t- P` cägääs ijil zaïd or²ix cägüüdiïn maksimal´ too
max |τi| = t. Tägwäl s · t ≥ n − 1,m ≥ s baïna. Mön m ≥ t − 1. Uqir
n´ P`-ääs ijil zaïd or²ix t cäg n´ tal toïrog däär baïrlax bögööd
ug tal toïrgiïn xamgiïn zaxyn cägääs busad cäg xürtläx zaïnuud bügd
¶lgaataï baïna. Tiïm uqraas m(m + 1) ≥ n− 1 bolj batlagdana.

2) Xäräw cägüüd xamgiïn baga zaïtaï bol xoorond n´ xärqmäär xol-
boë. Tägwäl ädgäär xärqmüüd öör xoorondoo ül ogtlolcono. Iïmd n
oroïtoï xawtgaï graf üüsnä. Irmägiïn too xamgiïn olondoo 3n − 6
baïna.

∗. Er n´ änä n´ Ärde²iïn 1946 ond batalsan xäcüü ür düngüüdiïn
ängiïn xälbär n´ µm. Täräär änä zaïn too 3n− c

√
n, c > 0 togtmol gäj

bataljää.
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OUMO-48, II soril
B.Sandagdorj(MUBIS)

1 (B.Ba¶sgalan). Taluudyn xar´caa
√

13 baïx täg² öncögt ögögdöw.
Ug täg² öncögtöös kwadratyg tasalj täg² öncögt üldääw. Änä
üïldliïg olon udaa dawtaw. Üüsäx täg² öncögtüüdiïn taluudyn
xar´caany daraalal üeläxiïg batal.

2 (N.Daïwiï-Od). Nägj örgöntäï täg² öncög üüsgäsän koridort d
diametrtäï muruï bagtan ärgäj qaddag baïw. d-iïn xamgiïn ix
utgyg ol. (muruïn xamgiïn xol or²ix xoër cägiïn xoorondox
zaïg diametr gänä) Muruïn zuzaanyg toocoxgüï bögööd muruïn
xälbär dürsää öörqlöxgüïgäär xawtgaïgaaraa koridort öncögtäï
xäsgäär näwträn garax bolomjtoï baïxyg baïxaar bagtan ärgäj
qaddag gänä.

3 (B.Xoroldagwa). ABC(AB 6= BC) gurwaljny BH öndröör diameträä
xiïsän toïrog AB,BC taluudyg xargalzan M, N cägüüdäd og-
tolno. M,N cägüüdäd tatsan toïrgiïn ²ürgägqüüd O cägt ogt-
lolcox bögööd (BO) ²uluun AC talyg E cägt ogtolno. (BO)
²uluun däär ~BE = ~EK baïx K cägiïg tämdägläw.
Xäräw AM, MN, NC, CK, KA xärqimüüdiïn dundjuud xargalzan
T1, T2, T3, T4, T5 bol (T1T4), (T2K), (T3T5) ²uluunuud näg cägt ogt-
lolcono gäj batal.

1. X¶lbar toocoo xiïj taluudyn xar´caany daraalal 10-aar üeläx-
iïg x¶lbar xaruulj bolno. Änä bologyg erönxiï toxioldold ööröör
xälbäl √n, n-n´ kwadratan qölööt üed bodox n´ sonirxoltoï µm.

2. N

O

1

k

C

R

S

A
E

L

D

(Zurag 1)

a) 2 +
√

2 diametrtäï awlaa kori-
doroor saalgüï ärgädäg muruï ol-
doxyg xaruul³¶. (1-r zurag)
Koridoryn öncgiïn dotor oroï
A-g ²ürgädäg mön gadna taluudyg
C, D cägüüdäd ²ürgäx toïrgiïn
ĈD num n´ änä öncgöör qölöötäï
ärgäx bögööd änä numyn diametr
n´ CD xärqmiïn urttaï täncänä.
AKOL kwadrat ba tüüniï diago-
gal R uqir KO =

R√
2
,
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nögöö talaas DO = R =
R√
2

+1 uqir R =
√

2√
2− 1

;EDOC kwadrat uqir

CD =
√

2R =
√

2
√

2
1√

2− 1
= 2 + 2

√
2 bolno.

Nögöö talaas ES = CD : 2 = 1 +
√

2; AE =
√

2 uqir AS = 1 bolj
muruïn "örgön" n´ koridoryn xanand bagtax n´ xaragdlaa. Iïmd ĈD
muruï änä koridoroor qölöötäï ärgäj bagtana.

b) Odoo d > 2 + 2
√

2 baïx diametrtäï ¶mar q muruï koridort
ärgäxgüï gäj xaruula¶. Aliwaa muruï n´ xädän q diametrtäï baïj
bolno gädgiïg anzaaraad uul muruïn al´ näg d diametriïg üüsgäj baï-
gaa A,B cägüüdiïg sonirxoë.

E

(Zurag 2)

a xäsäg

b xäsäg

A

B

A

B
Nägänt AB = d > 2+2

√
2 uqir a)-

xäsägt baïrlaxdaa AB xärqimiïn
L ²uluuntaï üüsgäx öncög 45◦-aas
baga, ärgältiïn xödölgöön tas-
raltgüï uqir AB xärqim KL-täï
45◦ öncög üüsgäx äg²in oldono.
(zurag 2) Änä üed (zurag 3) ko-
ridoroos 1 zaïd or²ix KL-d 45◦

öncög üüsäx CD xärqmiïn urt 2+
2
√

2 baïdgiïg a)-xäsägt xaruulsan
uqir

C

D

(Zurag 3)
A

BT

K

AB xärqim n´ CD xärqmääs
"doo²" or²ixoos öör argagüï.
Gätäl A,B-cägiïg aguulsan mu-
ruï n´ koridort bagtaj baïx ës-
toï uqir tüünd K cägääs "dää²"
baïx ¶mar näg T cäg oldox ba
änä üed A; T ; B cägüüdiïg aguul-
san muruïn "örgön" 1-ääs ix uqir
änä n´ koridoryn ²uluun xäsägt
bagtaxgüï. H

3.
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O

K

CA H E

B

M N

A B

CK

S
T2

N

MT1

T3

T4

T5

BH diametrtäï toïrgiïg ω1, O cägt töwtäï
OM = ON radiustaï toïrgiïg ω2 gäj
tämdägl´e. B cägt töwtäï |BH| radiustaï
toïrgiïn xuw´ dax´ inwersäär ω1 toïrog
(AC) ²uluund, ω2 toïrog |AC| diametrtäï
toïrogt buuna. Iïmd (OB) ∩ (AC) = E
cäg |AC| xärqmiïn dundaj cäg bolox tul
ABCX n´ paralelogramm bolno. Odoo
HABC paralelogrammyn xuw´d M ba N
n´ AB, BC taluud däär or²ix cägüüd bol
bodlogoo bod³ë.
R = (K, CA) affin koordinatyn sistem
songon awbal
K(0, 0), C(1, 0), A(0, 1), B(1, 1) baïna.
M(α, 1), N(1, β) gäwäl
T1

(α

2
, 1

)
, T2

(α + 1
2

,
β + 1

2

)
,

T3

(
1,

β

2

)
, T4

(1
2
, 0

)
, T5

(
0,

1
2

)
bolno. (T1T4)

ba (T3T5) ²uluunuudyn täg²itgäl n´
xargalzan

2x − (α − 1)y − 1 = 0 ba (β − 1)x − 2y + 1 = 0. Ändääs x =
2y − 1
β − 1

ba

y =
β + 1

4− (α− 1)(β − 1)
gäj garna.

Nögöö talaas (KT2) ²uluuny täg n´ β + 1
2

x =
α + 1

2
y bögööd änä täg²it-

gäliïg (T1T4) ∩ (T3T5) = S
(2y − 1

β − 1
,

β + 1
4− (α− 1)(β − 1)

)
cägiïn koordi-

nat xangaxyg x¶lbarxan ²alnaj bolno. Iïmd (T1T4), (T3T5), (KT2) ²u-
luunuud näg cägt ogtlolcono.
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OUMO-48, III soril

C.Da²dorj

1 (B.Sanqir). Äeräg ai, wi toonuudyn xuw´d jintäï r ∈ R zärägt
dundaj gädgiïg

M [r]
n (a; w) :=




n∑
i=1

wia
r
i

n∑
i=1

wi




1
r

-äär tämdägläe.
r ≥ s ≥ 1 gäsän nöxcliïg xangax toonuudyn xuw´d

1.)



n∑
i=1

wia
r
i

n∑
i=1

wias
i




1
r−s

≥ M [1]
n (a;w) (1)

2.) (
M

[r]
n (a;w)

M
[0]
n (a; w)

)r

+

(
M

[0]
n (a; w)

M
[s]
n (a;w)

)s

≥ 2 (2)

täncätgäl bi²üüd tus tus bielnä gäj batal.
2 (C.Da²dorj). F0 = 0, F1 = 1, n ≥ 2 üed Fn = Fn−1 + Fn−2

Fibonaqqiïn daraalal baïg. F 2
n/Fm ⇔ nFn | m gäj batal.

3 (B.Batba¶sgalan). Gol´fiïn talbaïd tus bür n xüntäï 2 bag garaw.
Toglogq bür äsräg bagiïn ¶g r toglogq ruu coxilt xiïx bolomj-
toï. Talbaïd näg ²irxäg bömbög baïsan ba bömbög awsan toglogq
ur´d n´ bömbög coxiogüï, äsräg bagiïn al´ näg toglogq ruu l
coxij bolox baïw. Xamgiïn süüld coxilt xiïj qadsan bag xo-
jix bol bömbögiïg togloltond oruulsan bag xojix uu äsräg bag
n´ xojix uu? Xäräw A toglogq B toglogq ruu coxix bolomjtoï
bol B toglogq A toglogq ruu coxix bolomjtoï gäj üz.

1.

(1) ⇔
(

M
[r]
n (a; w)

M
[1]
n (a; w)

)r

≥
(

M
[s]
n (a; w)

M
[1]
n (a; w)

)s
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bolox ba f(x) =
(

M [x]
n (a;w)

M
[1]
n (a;w)

)x

. gäsän funkc awq üz´e.
Bid f(r) ≥ f(s), (r ≥ s) gäj batalbal xangalttaï. X¶lbar toocoo
xiïj

f ′(x) =
1

x
(
M

[1]
n (a;w)

)x




n∑
i=1

wia
x
i ln ax

i

n∑
i=1

wi

−

n∑
i=1

wia
x
i

n∑
i=1

wi

ln




n∑
i=1

wiai

n∑
i=1

wi




x


boloxyg xarj bolox ba änä n´ g(x) = x ln x gäsän xotgor funkciïn xuw´d
jintäï Ienseniï täncätgäl bi² ësoor

f ′(x) ≥ 0, 0 < x

tul (1) batlagdlaa.

Daraax funkciïg awq üz´e.

ϕ(x) =

(
M

[x]
n (a; w)

M
[0]
n (a;w)

)x

Däärxtäï adilaar

ϕ′(x) =
1

x
(
M

[0]
n (a; w)

)x




n∑
i=1

wia
x
i ln ax

i

n∑
i=1

wi

−

n∑
i=1

wia
x
i

n∑
i=1

wi

ln




n∑
i=1

wiai

n∑
i=1

wi




x


änä n´ ϕ′(x) ≥ 0. Ko²iïn täncätgäl bi² biqwäl
(

M
[r]
n (a; w)

M
[0]
n (a; w)

)r

+

(
M

[0]
n (a;w)

M
[s]
n (a; w)

)s

≥
(

M
[s]
n (a; w)

M
[0]
n (a;w)

)s

+

(
M

[0]
n (a;w)

M
[s]
n (a; w)

)s

≥ 2

(2) gäj garna. Täncätgäl bi²üüd zöwxön a1 = · · · = an üed l täncäldää
xürnä.

2. N MKI, 1.12-5-d

Fn+k = FkFn+1 + Fk−1Fn (1)

(Fn, Fk) = Fm,n (2)
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gäj batalsan. (2)-oos Fn | Fm bol m = kn gäj garna. Mön Fn (mod F 2
n) =

Fn 6= 0 baïna. (1)-ääs

F2n = FnFn+1 + Fn−1Fn ≡ 2FnFn+1 (mod F 2
n) (3)

uqir n´
FnFn+1 ≡ FnFn−1 (mod F 2

n) (4)

Üüniï adilaar

F2n+1 = F 2
n+1 + F 2

n ≡ F 2
n+1 (mod F 2

n) (5)

F3n = F2n+1Fn + F2nFn−1

(5),(3)≡ F 2
n+1Fn + (2FnFn+1)Fn−1

(4)≡ 3F 2
n+1Fn (mod F 2

n)

F3n+1 = F2n+1Fn+1 + F2nFn

(5),(3)≡ F 3
n+1Fn + (2FnFn+1)Fn

≡ F 3
n+1 (mod F 2

n)

Indukcäär (k-aar )

Fkn ≡ kFnF k−1
n+1 , Fkn+1 ≡ F k

n+1 (mod F 2
n) (6)

gäj batalj bolno. Fkn+1 ≡ F k
n+1 = 1 tul

Fkn ≡ 0 (mod F 2
n) ⇔ kFn

(6)≡ 0 (mod F 2
n) ⇔ k ≡ 0(Fn)

H
3. Zöw togloltond bömbög togloltond oruulsan bag xojixiïg bat-

la¶. Toglogqdoo grafyn oroï gääd bie bie rüügää coxix bolomjtoï
toglogqdiïg irmägäär xolbowol oroï büriïn zäräg n´ r baïx, tuïl bürdää
n oroïtoï, 2 tuïlt graf üüsnä. Bodoltond daraax teoremiïg a²igla¶.

Xolliïn teorem. V1, V2 tuïluudtaï 2 tuïlt grafiïn ∀X ⊆ V1-
iïn xuw´d

|X| ≤ |Γ(X)|
nöxcöl bieläx bol V1-iïn oroï büriïg V2-iïn ¶lgaataï oroïnuudad ir-
mägäär xargalzuulj bolno. Änd Γ(X) n´ X oroïn olonlogtoï irmägääär
xolbogdson V2-iïn büx oroïnuudyn olonlog µm.

Bodlogyn nöxcölöös bidniï awq üzäj baïgaa graf Xollyn teo-
remiïn nöxcöliïg xangax n´ ilärxiï baïna. Uqir n´ X ∪Γ(X) oroïnu-
udyg tädgääriïg xolboj baïgaa irmägüüdiïn xamt awaxad üüsäx grafyn
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X-iïn oroï büriïn zäräg r, Γ(X)-iïn oroï büriïn zäräg r-ääs xäträxgüï
baïna. Nögöö talaas 2 tuïlt graf tul X-iïn oroïnuudyn zärgüüdiïn
niïlbär Γ(X)-iïn oroïnuudyn zärgüüdiïn niïlbärtäï täncüü tul |X| ≤
|Γ(X)| baïna. Iïmd bömbög togloltond oruulsan bagiïn toglogq büriïg
äsräg bagiïn ¶lgaataï toglogqid ruu irmägäär damjuulan xargalzuulj
bolno. Änä toxioldold äxniï bagiïn toglogq bür äsräg bagiïn däärx
xargalzaagaar xargalzax toglogq ruu coxilt xiïgääd baïxad ürgälj
coxilt xiïj qadax tul bömbög togloltond oruulsan bag ¶mar q toxi-
oldold xojino.

OUMO-48, IV soril

C.Da²dorj

1 (D.Batnasan). Tögsgölög toony natural too ögögdöw. Ädgäärääs
duryn n ²irxäg toonuud songox bürd näg n´ nögöögöö xuwaadag 2
too olddog baïw. Tägwäl ädgäär toonuudyg n − 1 ²irxäg öngöör
ijil öngiïn duryn 2 toony näg n´ nögöögöö xuwaadag baïxaar
budaj boloxyg batal.

2 (C.Da²dorj). P0(x) = x, P1 = 4x3 + 3x n ≥ 1 üed Pn+1(x) =
(4x2 + 2)Pn(x) − Pn−1(x) ba m ≥ 1 üed A(m) = {Pn(m) | n ∈ N}
gäe. A(m) ba A(m + 4) n´ erönxiï älementgüï.

3 (U.Batzorig). a, b, c ∈ N ögqää. ax + x + b ≡ 0(c) baïx ∃x ∈ N gäj
batal.

1. Teorem(Diluors) M ärämbälägdsän olonlog baïg. M olon-
logt or²ix maksimol (xamgiïn ix älementäï) antiginjniï älemen-
tiïn too n bol M olonlogiïg n ²irxäg ginjüüdäd xuwaaj bolno.

M n´ ögögdsön natural toonuudyn olonlog baïg. M -d ärämbiïn
xar´caag [(a ≤ b) ⇔ (a n´ b-g xuwaana)] gäj todorxoïlbol M n´ äräm-
bälägdsän olonlog bolno. Bodlogyn nöxcöl ësoor maksimol antigin-
jniï älementiïn too s gäwäl s ≤ n− 1 bolno.
Diluorsyn lemm ësoor M -g s-öngöör (ijil öngiïn älementüüd ginj
üüsgänä) tüügäär q baraxgüï n − 1 öngöör budaj bolno. Näg öngiïn
älementüüd ginj üüsgänä. Ööröör xälbäl näg n´ nögöögöö xuwaana.

Jiq Diluorsyn teoremiïn tuxaï "Kwant" sätgüüliïn 2005 ony
05 dugaaryn "Cepi i anticepi" ögüüllääs un²ina uu.
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2. Xarakteristik täg²itgäl q2 − (4x2)q + 1 = 0 tul

Pn(x) = c1(
√+ x)2n + c2(

√− x)2n, c1 =
x +√

2
, c2 =

x−√
2

.

Üügäär

Pn(x) =
1
2
[(√+ x)2n+1 − (√− x)2n+1] =

√
x2 + 1 ·Qn(x), Qn(x) ∈ Z+[x]

P 2
n(x) = (x2 + 1)Q2

n (1)

∃m,A(m) ∩A(m + 4) 6= ∅ gäj üz´e. (1)-ääs

(m2 + 1)Q2
n(m) = [(m + 4)2 + 1]Q2

n(m + 4),

a = Qn(m) b = Qn(m + 4) ∈ Z+, (m2 + 1)a2 = [(m + 4)2 + 1]b2

Iïmd ∃x, y, d ∈ N, (x, y) = 1

m2 + 1 = dx2 (2)

(m + 4)2 + 1 = dy2 (3)

Ändääs 8m + 16 = d(y2 − x2), y > x.
s ∈ Z bol 4 - s2 + 1 uqir (2) ba (3)-aas x, y sondgoï toonuud gäj garaw.
Xäräw y ≥ x + 4 bol 8m + 16 ≥ d[(x + 4)2 − x2] = 8d(x + 2) ⇒ m + 2 ≥
d(x + 2) = dx + 2d ≥ dx + 2 → m ≥ dx ⇒ m2 + 1 = dx2 ≥ d2x2 + 1 →
d(1− d)x2 ≥ 1 zörqil.
Iïmd y = x+2 2(m+2) = d(x+1) ⇔ m+2 = d·x + 1

2
⇒ d|m+2 ⇒ m ≡ −2

(mod d) ⇒ m2+1 ≡ 5 (mod ()d). Gätäl m2+1 ≡ 0(d) tul d/5 gäj garaw.
d = 1 bol x2 = m2 + 1 zörqil.
d = 5 bol 5x = 2m− 1, 21m2 + 4m + 24 = 0 zörqil. Iïmd

A(m) ∩A(m + 4) = ∅

3. a, a2, a3, ... n´ (mod C)-äär üeläx ba üeiïn urtyg ` gäe. Ändääs
ai+`k ≡ ai (mod c)(∀k, i ∈ N xuw´d) (`, c) = d baïg. Xärwää c > 1 bol
d < c gäj batal³¶. d|c ⇒ d ≤ c baïg. Xäräw d = c bol c|` Daraalal ∀1
üed (mod c)-äär ijil 2 too baïj boloxgüïg tämdägläe. �agaad gäwäl
ai ≡ aj (mod c) ⇒ ai+t ≡ aj+t (mod c) ⇒ ` | i − j bolj zörqil üüsäw.
Ändääs a, a2, a3, ... daraallyn (mod C)-äärx üe c-ääs ixgüï. Iïmd c|` ⇔
c = `. Ändääs c|an baïx n oldox ba n-ääs ix k büriïn xuw´d c|ak bolj
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c = 1, ` = 1 boloxod xürnä. Odoo c-äär indukcälj batal³¶.
c = 1 üed ünän. c > 1 üed c-ääs baga büx toony xuw´d ünän baïg.
⇒ d(d < c) üed ünän. Iïmd ani + ni ≡ −i (mod d) baïx
(i = 0, d− 1) n0; n1; ...; nd−1 toonuud oldono. b = qd + r baïg.

anr + nr = −r + md (∗)

anr+`k + nr + `k = anr + (nr + `k) = −r + md + `k (∗∗)
k n´ duryn toony xuw´d ünän tul ` · k n´ d-iïn duryn dawtalt baïxaar
songoj qadna. `k ≡ (−q −m)d (mod `) baïxaar songon (∗∗)-d oruul³¶.

anr+`k + nr + `k ≡ r + md + (q −m)d ≡ −r + qd ≡ −b (mod c)

bolj indukcyn ²iljilt xiïgdlää.
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OU-yn Matematikiïn 48-r olimpiadad orolcson
tuxaï

C.Da²dorj
B.Sandagdorj

OUMO-48 2007 ony 7-r saryn 19-31-nd W´etnamyn Xanoïd bolj
öngörlöö. Dälxiïn 95 oron orolcson änä Olimpiadad Oros 184, X¶tad
181, W´etnam 168, Ömnöd Solongos 168, ANU 155,Ukraïn 154, �pon 154,
Xoïd Solongos 151, Bolgor 149, Taïwan 149 onoogoor äxniï 10 baïrand
²algarlaa.

Manaï ulsaas:
1. B.Sum³¶a ( Olonlog surguul´ 11-r angi) 24 onoogoor möngön

medal´
2. N.B¶mbajaw (1-r surguul´ 10-r angi) 23 onoogoor möngön medal´
3. Ä.Änxza¶a ( Olonlog surguul´ 9-r angi) 14 onoogoor xüräl medal´
4. Ä.Tämügä (UB, 1-r surguul´ 10-r angi) 12 onoo
5. G.Oµundar´ (1-r surguul´ 10-r angi) 8 onoo
6. N.Baljinn¶m (Uws, 10-r angi) 7 onoo tus tus awq bagiïn düngäär

88 onoogoor 95 ornoos 34-r baïrand orow. Bagiïn orlogq udirdagqaar
MUBIS-iïn B.Sandagdorj ¶wlaa.

OUMO-49 n´ 2008.07.10-22 nd Ispaniïn Madridad boloxoor tölöwlögdlöö.
OU-1. a1, a2, ..., an ögögdsön bodit toonuud ba i(1 ≤ i ≤ n) büriïn

xuw´d di = max{aj : 1 ≤ j ≤ i} −min{aj : i ≤ j ≤ n},
d = max{di : 1 ≤ i ≤ n} gäe.
(a) ¶marq x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn bodit toonuudyn xuw´d

max{|xi − ai| : 1 ≤ i ≤ n} ≥ d

2
(∗)

gäj batal.
(b) (∗)-d täncäl bielj baïx x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn bodit toonuudyn
or²ixyg üzüül.

OU-2. ABCD n´ parallelogramm ba BCED toïrogt bagtsan dörwön
öncögt baïxaar A,B,C, D ba E cägüüd ögqää. A-g daïrsan ` ²u-
luun n´ DC xärqmiïg F cägt, BC ²uluunyg G cägt ogtoldog ba
EF = EG = EC bol ` n´ DAB öncgiïn bissektris gäj batal.

OU-3. Matematikiïn tämcäänd orolcogqdyn zarim n´ bie bieä tan´dag
taniluud baïw. Al´ q xoër n´ tanil baïx orolcogqdyn bülgiïg
xamtlag gäe. (Tuxaïlbal ganc xün q xamtlag bolno.) Xamtlag-
iïn gi²üüdiïn toog tüüniï xämjääs gäe. Xamtlagiïn xamgiïn
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ix xämjääs n´ täg² too baïsan bol xoër öröön däx xamtlagiïn
xamgiïn ix xämjääsüüd n´ täncüü baïxaar büx orolcogqdyg xoër
öröönd baïrluulj boloxyg batal.

OU-4. ABC gurwaljny BCA bissektris n´ bagtaasan toïrgiïg R
cägt, BC talyn dundaj perpendikul¶ryg P cägt, AC talyn dun-
daj perpendikul¶ryg Q cägt ogtoldog. BC talyn dundaj cäg
K, AC talyn dundaj cäg L gäwäl RPK ba RQL gurwaljnuudyn
talbaï täncüü gäj batal.

OU-5. a ba b natural toonuud baïg. 4ab− 1 too (4a2 − 1)2-g xuwaadag
bol a = b gäj batal.

OU-6. n n´ natural too baïg.

S =
{
(x, y, z) : x, y, z ∈ {0, 1, ..., n}, x + y + z > 0

}

gäsän 3 xämjääst ogtorguïn (n+1)3−1 cägääs togtox olonlogiïg
aw³¶. Nägdäl n´ S-iïg aguulax bolowq (0, 0, 0) cägiïg ül aguulax
xawtgaïnuudyn too xamgiïn bagadaa xäd baïxyg ol.

OU-1. (a): 1 ≤ p ≤ q ≤ r ≤ n, d = dq, ap = max{aj |1 ≤ j ≤ q}, ar =
min{aj |q ≤ j ≤ n} buµu d = ap − ar baïg (Änä indeksüüd näg utgataï
baïx n´ albagüï). Duryn x1 ≤ x2 ≤ ... ≤ xn bodit toonuudyn xuw´d
|xp − ap|, |xr − ar|-iïg awq üz´e.

(ap − xp) + (xr − ar) = (ap − ar) + (xr − xp) ≥ ap − ar = d

baïx tul ap − xp ≥ d

2
äswäl xr − ar ≥ d

2
baïna. Iïmd

max{|xi − ai| | 1 ≤ i ≤ n} ≥ max{|ap − xp|, |xr − ar|} ≥

≥ max{ap − xp, xr − ar} ≥ d

2

(w): (xk) daraallyg x1 = a1 − d

2
, xk = {xk−1, ak − d

2
}, 2 ≤ k ≤ n gäj

todorxoïloë. Odoo (∗)-d täncäl bieläxiïg xaruul³¶:
Todorxoïlolt ësoor (xk) daraalal ül buurax ba 1 ≤ k ≤ n baïx k

büriïn xuw´d xk − ak ≥ −d

2
baïgaa. Odoo 1 ≤ k ≤ n baïx k büriïn

xuw´d

xk − ak ≤ d

2
(1)
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gäj xaruula¶. 1 ≤ k ≤ n baïx k-g aw³¶. ` n´ xk = x` baïx xamgiïn
baga indeks gäe. Äswäl ` = 1, äswäl ` ≥ 2 ba x` > x`−1 baïna. Al´ q
toxioldold

x + k = x` = a` − d

2
(2)

baïna. a` − ak ≤ max{aj | 1 ≤ j ≤ k} − min{aj | k ≤ j ≤ n} = dk ≤ d

baïx tul (2)-oos xk − ak = a`− ak − d

2
≤ d− d

2
=

d

2
bolj, (1) batlagdaw.

Üügäär max{|xi − ai| | 1 ≤ i ≤ n} ≤ d

2
bolloo. |x1 − a1| =

d

2
tul (w)

batlagdaw. Odoo (w) xäsgiïn öör näg bodolt buµu (xk) daraallyn öör
näg baïguulaltyg toliluula¶. 1 ≤ i ≤ n büriïn xuw´d Mi = max{aj |
1 ≤ j ≤ i},mi = min{aj | i ≤ j ≤ n} gäe. Büx 1 ≤ i ≤ n-iïn xuw´d
Mi ≤ Mi+1,mi ≤ mi+1,mi ≤ ai ≤ Mi baïna. (∗)-d täncäl bieläxiïn
tuld xi =

Mi + mi

2
gäj aw³¶. (xi) ül buurax daraalal ba di = Mi −mi

gädgääs −di

2
=

mi −Mi

2
= xi −Mi ≤ xi − ai ≤ xi −mi =

Mi −mi

2
=

di

2
tul max{|xi − ai| | 1 ≤ 1 ≤ i ≤ n} ≤ max{di

2
| 1 ≤ 1 ≤ i ≤ n} =

d

2
. Iïmd

(a) ësoor (∗)-d täncäl bielänä.
OU-2.

`

A D

B

F

K
E

LC

EK ba EL n´ xargalzan M ECF, M EGC-uudyn öndrüüd baïg (zurag).
M ADF vM GCF tul:

AD

GC
=

DF

CF
⇒ BC

CG
=

DF

CF
⇒ BC

CL
=

DF

CK
⇒ BC + CL

CL
=

DF + FK

CK
⇒

70



⇒ BL

CL
=

DK

CK
⇒ BL

DK
=

CL

CK
(1)

bolno. M BLE vM DKE tul:

BL

DK
=

CL

CK
(2)

baïna.
(1) ba (2)-oos CL

CK
=

EL

EK
Ändääs M CLE, M CKE-uud tösöötäï bolno.

Tiïmääs CL

CK
=

CE

CE
= 1. Ööröör xälbäl CL = CK buµu GC = CF

bolloo. Ändääs FD = AD buµu AB = BG bolj bodlogo bodogdow.
OU-3. Orolcogqyg baïrluulax algoritmyg ög´e. Room A, Room B

gäsän 2 öröötäï ba xugacaany duryn momentod Room X-d buï orolcogq-
dyn olonlogiïg X-äär, tänd buï xamtlagiïn ix xämjääsiïg c(X) gäe.

Alxam 1 Xamgiïn ix xämjäästäï xamtlagiïn näg n´ M ba |M | =
2m baïg. M -iïn büx gi²üüdiïg Room A-d üldäx büx xüniïg Room B-d
baïrluul³¶. Tägwäl c(A) = |M | ≥ c(B) baïna.

Alxam 2 c(A) > c(B) baïwal Room A-aas 1 xüniïg Room B-d ilgääe:
c(A) > c(B) tul A 6= ∅ baïna. Alxam bürt c(A) nägäär buurax ba c(B)
nägääs ixgüïgäär ösnö. Iïmd

k = c(A) ≤ c(B) ≤ c(A) + 1 (1)

baïrlald xürq qadna: c(A) = c(B) + 1 baïg.

c(A′) = c(A)− 1 = c(B) ≤ c(B′) ≤ c(B) + 1 = c(A) = c(A′) + 1

Ändääs
c(A) = |A| ≥ (2)

gäj garna. c(A) < m bol c(B) ≥ m + 1 = m − 1 + 2 ≥ c(A) + 2 n´ (1)-d
zörqinö.

Alxam 3 Xäräw c(B) = k bol bodlogo bodogdono (H).
Iïmd c(B) = k + 1-d xürq irnä. ((1) ësoor).

(2)-oor k = |A| = |A ∩M | ≥ m tul

|B ∩M | ≤ m (3)

baïna.
Alxam 4 Xäräw ∃x ∈ B∩M, ∃C ⊂ B xamtlag, |C| = k +1, x 6∈ C bol

x-iïg Room A-ruu ilgäänä, ingäxäd H: x-iïg Room A-ruu ilgääsniï
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daraa c(A) = k + 1, c(B) = k + 1 bolno.
[

Xäräw iïm bi² bol Room B-iïn k + 1
xämjäästäï xamtlag bür B ∩M -g aguulna.

]
(∗)

Alxam 5 c(B) = k+1 üed |C| = k+1 baïx B ⊃ C xamtlagiïg songoj
C \M -iïn näg älementiïg Room A-ruu ilgääj bolno: |C| = k+1 > m ≥
|B ∩M | tul C \M 6= ∅. Alxam 5-g xiïx bürt c(B) = k bolno. Xarin
Room A-d |A ∩ M | = k baïx A ∩ M xamtlag biï tul c(A) ≥ k. Odoo
c(A) > k baïj boloxgüïg batal³¶. A ⊃ Q duryn xamtlag baïg. |Q| ≤ k
gäj batal³¶. Room A-d (tuxaïlbal Q-d) 2 törliïn orolcogqid baïgaa:

1) M -iïn gi²üüd M xamtlag tul täd B ∩ M -iïn büx gi²üüdtäï
tanil.

2) Alxam 5-aar Room A-d irägsäd. Täd (∗) ësoor B ∩ M -iïn büx
gi²üüdtäï tanil. Iïmd 1) ba 2)-oor Q-iïn gi²üüd bür B ∩ M -iïn
büx gi²üüdtäï tanil. Q ba B ∩ M -üüd n´ tus bürdää xamtlag tul
Q ∪ (B ∩ M) mön xamtlag bolno. M xamgiïn ix xämjäästäï xamtlag
tul |M | ≥ |Q ∪ (B ∩ M)| = |Q| + |B ∩ M | = |Q| + |M | − |A ∩ M | buµu
|Q| ≤ |A ∩M | = k. Iïmd alxam 5-g xiïsäär c(A) = c(B) = k bolno.

OU- 4.

B
R

ALC

K

P

Q

SRPK = SRCK−SPCK =
1
2
·SRBC−1

2
·SBPC =

1
2
(SRBC−SBPC) =

1
2
SRBP

baïna. Üüntäï adilaar SRQL =
1
2
SARQ bolno. CR bissektris uqir
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]BPR = ]AQR = γ baïna. ]PRB = α, ]QRA = β uqir ]PBR =
β, ]QAR = α bolox bögööd BR = AR tul M BPR =M RQA bolj
bodlogo bodogdow.

OU-5. x 6= y bolowq 4xy − 1 | (4x2 − 1)2 bol (x, y) ∈ N2-yg muu xos
gäe.

a) (x, y), x < y n´ muu xos bol ∃z < x, (x, z) xos or²ixyg batal³¶.

r À (4x2 − 1)2

4xy − 1

gäwäl

r = −r(−1) ≡ −r(4xy − 1) = −(4x2 − 1)2 ≡ −1 (mod 4x)

tul ∃z ∈ N, r = 4xz − 1. x < y-ääs

4xz − 1 =
(4x2 − 1)2

4xy − 1
< 4x2 − 1

buµu z < x. 4xz − 1 | (4x2 − 1)2 tul (x, z) muu xos
b) (x, y) muu xos bol (y, x) mön muu xos baïna.

1 = 12 ≡ (4xy)2 (mod 4xy − 1)

uqir

(4y2 − 1)2 ≡ (4y2 − (4xy)2)2 = 16y4(4x2 − 1)2 ≡ 0 (mod 4xy − 1)

uqir 4xy − 1 | (4y2 − 1)2 bolno.
Muu xos or²dog gäe. 2x+y n´ xamgiïn baga baïx muu xos n´ (x, y) baïg.
Xäräw x < y bol a)-aar ∃(x, z), z < x muu xos or²ix tul tüüniï xuw´d
2x + z < 2x + y bolno. Xäräw y < x bol b)-äär (y, x) mön muu xos ba
2y + x < 2x + y baïna. Ööröör xälbäl x 6= y l bol al´ q toxioldold
2x + y xamgiïn baga gädägt zörqiw. Iïmd x = y baïna.

OU-6 Tiïm 3n xawtgaïg olox n´ töwöggüï: x = i, y = i, z = i i = 1, n
xawtgaïnuud n´ S-g bürxäx ba ädgääriïn al´ n´ q (0, 0, 0)-g daïraxgüï.
Öör näg ji²ää gäwäl x+y+z = k, k = 1, 3n-üüd µm. Odoo 3n n´ xamgiïn
baga too gädgiïg batal³¶.

Lemm 1. k xuw´sagqiïn P (x1, ..., xk) 6≡ 0 olon gi²üüntiïg aw³¶.
Xäräw x1 + ...+xk > 0, x1, ..., xk ∈ {0, 1, ..., n} baïx (x1, ..., xk) cäg büriïn
xuw´d P (x1, ..., xk) = 0 ba P (0, 0, ..., 0) 6= 0 bol deg P ≥ kn baïna.

N k-aar indukcläe. P 6≡ 0 tul k = 0 toxioldol ilärxiï baïna.
y = xk gäj awbal äwtäï baïna. Q(y) = y(y − 1)...(y − n) modulaarx
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P (x1, ..., xk)-iïn xaslagiïg R(x1, ..., xk−1, y) (MKII, x.56, sanamj 2) gäe,
ööröör xälbäl

P (x1, ..., xk−1, y) = R(x1, ..., xk−1, y) + Q(y) · S(x1, ..., xk−1, y).

Ändääs y ∈ {0, 1, ..., n} büriïn xuw´d

P (x1, ..., xk−1, y) = R(x1, ..., xk, y) (1)

Iïmd R(0, ..., 0) = P (0, ..., 0) 6= 0 tul R 6≡ 0 baïx R(x1, ..., xk−1, xk) =
R(x1, ..., xk−1, y) olon gi²üünt mön Lemm 1-iïn nöxcöliïg xangana. deg R ≤
n baïgaa deg R ≤ deg P baïx n´ ilärxiï tul deg R ≥ nk gäj batalbal
bolno.

R(x1, ..., xk−1, y) = Rn(x1, ..., xk−1)yn + ... + R0(x1, ..., xk−1) (2)

(∗) [ Odoo Rn(x1, ..., xk−1) indukciïn nöxcöld or²ixyg xaruula¶.]

T (y) = R(0, ..., 0, y), deg T (y) ≤ n ba T (s)
(1)
= 0, s = 1, n baïna. Nögöö

talaas T (0) 6= 0 tul T (y) 6≡ 0 baïna. Iïmd deg T = n baïx tul tüüniï
axmad koäfficent Rn(0, ...,0) 6= 0, tuxaïlbal k = 1 üed Rn 6= 0 gäj
garna.

a1, ..., ak−1 ∈ {0, 1, ..., n}, a1 + ... + ak−1 > 0

baïg. R(a1, ..., ak−1, y) = S(y) gäwäl S(k) = 0, k = 0, ..., n ba deg S ≤ n
tul S(y) ≡ 0 buµu (3) nöxcöld

Ri(a1, ..., ak−1) = 0, i = 0, n (4)

bolno. Ändääs tuxaïn nöxcöld Rn(a1, ...,ak−1) = 0. Üügäär (∗) bielägdäj
indukcäd üzäj buïgaar deg Rn ≥ (k − 1)n bolox tul deg P ≥ deg R ≥
deg Rn + n ≥ knH
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Mongolyn Oµutny Matematikiïn

XV Olimpiad

C.Da²dorj

a) Äqnää dawaa

I xäsäg (OM1–OM4)

1 (W.Ad´¶asürän). P (x) n´ ¶lgaataï a1 < a2 < · · · < an ¶zguuruudtaï
n zärgiïn olon gi²üünt. b n´ 2b < a1 + a2 baïx bodit too bol
2n−1 · |P (b)| ≥ |P ′(a1)(b− a1)| gädgiïg batal.

2 (W.Ad´¶asürän). f ∈ C ′([0; 1]) ba
1∫
0

f(x) dx = 0 baïwal 2
1∫
0

(f(x))2 dx ≤
1∫
0

|f ′(x)| dx ·
1∫
0

|f(x)| dx gädgiïg batal.

3 (W.Ad´¶asürän). {xn : n ≥ 1} n´
(

1
e

(
1 + 1

n

)n
)n+xn

= 1√
e

gäj todor-
xoïlogdson baïg. {xn} daraallyg niïlnä gäj batlaad, x¶zgaaryg
n´ ol.

4 (W.Ad´¶asürän). f(x) funkc x0 cägiïn ¶mar näg orqind differ-
encialqlagdax bögööd f ′(x) n´ x0 cäg däär tasraltgüï baïwal
lim

n→∞

n∑
k=1

(
f
(
x0 + k

k2+n2

)− f(x0)
)

= f ′(x0) · ln
√

2 gädgiïg batal.

5 (C.Da²dorj). Xoëroos cööngüï älementtäï tögslög kommutatiw
cagirag A baïg. 2 ≤ n baïx n büriïn xuw´d A-d ¶zguurgüï n
zärgiïn olon gi²üünt oldoxyg xaruul.

6 (C.Da²dorj). G = {A ∈ M2(R) | detA = ±1}, H = {A ∈ M2(C) |
det A = 1} bol (G, ·) ba (H, ·)-üüd n´ izomorf bi² bülgüüd gäj
batal.

7 (C.Da²dorj). n, p ≥ 2 ba A ∈ Mn(R), Ap+1 = A bol
a) rank (A) + rank (En −Ap) = n gäj batal.
b) p ∈ P bol rank (En − A) = rank (En − A2) = · · · = rank (En −
Ap−1) gäj batal.

8 (C.Da²dorj). x > 0 ba A ∈ M2(R), det(A2 + xE2) = 0 bol det(A2 +
A + xE2) = x gäj batal.

9 (C.Da²dorj). χ(A) = 5 ba ∀x, y ∈ A, x4y3 = y3x4 bol A kommu-
tatiw cagirag gäj batal.
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10 (C.Da²dorj). α ∈ C \ Q, |α| = 1 bol Z[α] = {a + αb | a, b ∈ Z}-
üüdääs ¶g 2 olonlog n´ nämäx ba ürjix üïldliïn xuw´d cagirag
boloxyg batal.

11 (C.Da²dorj). A,B, C ∈ Mn(R) ba X = AB + BC + CA, Y =
BA+CB+AC, Z = A2+B2+C2 bol det(2Z−X−Y ) ≥ 3 det(X−Y )
gäj batal.

12 (C.Da²dorj). a) P (x) = x5 ∈ R[x], ∀0 6= α ∈ R-iïn xuw´d P (x +
α)− P (x) bodit ¶zguurgüï gäj batal.
b) P ∈ R[x] ¶lgaataï bodit ¶zguuruudtaï 2 ≤ n zärgiïn olon
gi²üünt bol ∃0 6= α ∈ Q, P (x + α) − P (x) n´ zöwxön bodit ¶zgu-
urtaï gäj batal.

13 (C.Da²dorj). �mar q tögslög büläg n´ An-d bagtana gädgiïg
batal (∃n).

14 (C.Da²dorj). n > 3 ba π ∈ Sn n´ ∀τ -transpoziciïn xuw´d τπτ−1-
täïgää baïr sol´dog bol |π| = 2 gäj batal.

15 (C.Da²dorj). M C G, P n´ M -iïn Silowyn p-däd büläg bol
NG(P ) ·M = G gäj batal.

16 (C.Da²dorj). G tögslög, P -Silowyn däd büläg, NG(P ) ⊆ H ≤ G
bol NG(H) = H gäj batal.

II xäsäg (OM2–OM4)

1 (W.Ad´¶asürän). f : R → R n´ [−1; 1] xärqmiïg aguulsan zadgaï
interwal däär 2 udaa differencialqlagdax funkc baïw. 0 < α ≤
γ ba ∀x ∈ [−1; 1]: |f(x)| ≤ α, |f ′′(x)| ≤ γ nöxclüüd bielj baïwal
∀x ∈ [−1; 1]: |f ′(x)| ≤ 2

√
αγ gäj batal.

2 (W.Ad´¶asürän).
1∫
0

xx dx = 1− 1
22 + 1

33 − 1
44 + . . . gäj batal.

3 (W.Ad´¶asürän). ∀x ∈ R \ {0}:
∣∣∣
( sin x

x

)(n)∣∣∣ ≤ 1
n + 1

gäj batal.

4 (W.Ad´¶asürän). |a| > 1 ba n ∈ N bol
π∫
0

sin2n x dx
(1−2a cos x+a2)n toocool.

5 (C.Da²dorj). α =
√

(2 +
√

2)(3 +
√

3), E = Q(α) bol G(E/Q) =?

6 (C.Da²dorj). σ, τ : F (x) → F (x), ∀f(x) ∈ F (x), σf(x) = f
(

1
1−x

)
,

τf(x) = f
(

1
x

)
bol

a) σ, τ ∈ Aut(F (x) | F ) ba G =< σ, τ >= S3 gäj batal.
b) t = (x2−x+1)3

x2(x−1)2 gäwäl ∀π ∈ G-iïn xuw´d π(t) = t gäj batal.
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w) F (t) = F (x)G, F
(
x + 1

x

)
= F (x)<τ>, F (x(1 − x)) = F (x)<τσ2>

gäj batal.
g) F (x)<τσ> ba F (x)<σ>-üüdiïg todorxoïl.

7 (C.Da²dorj). f(x) = x8 − 2-iïn Galuagiïn xargalzaag baïguul.
8 (C.Da²dorj). G tögslög abeliïn büläg bol ∃K|Q, G(K|Q) = G

gäj batal.

Zarim bodlogyn bodoltuud

5. ϕ : A −→ A,ϕ(x) = xn−x gäwäl ϕ(0) = 0 = ϕ(1) baïx tul ϕ-yn
buulgalt n´ xarilcan nägän utgataï bi² ba A tögslög olonlog
uqir ϕ(A) 6= A. Iïmd ∃a ∈ A\ϕ(A). Tägwäl f = xn − x − a olon
gi²üünt n´ A-d ¶zguurgüï.

6. G ∼= H bol x2 = E2(1) täg²itgäl n´ änä 2 bülägt täncüü toony
¶zguurtaï baïx ëstoï. Gätäl H-d ±E2 gäsän ¶g 2 ¶zguurtaï:
X ∈ F2 bür n´ X2 − trX ·X + det X · E2 = 02-iïn ¶zguur boldog
tul x ∈ H bol 2E2 = trX ·X bolox tul X = ±E2.

Nögöö talaas a ∈ R◦ bol Ca =
(

0 a
a−1 0

)
bür n´ (1)-iïn ¶zguur

bolox ba Ca ∈ G ööröör xälbäl (1) n´ G-d tögsgölgüï olon ¶zgu-
urtaï, xarin H-d ¶g 2 ¶zguurtaï bolno. Iïmd G ba H n´ izomorf
bi² bülgüüd µm.

7. a) A,B ∈ Mn(R) bol

r(A) + r(B) ≤ r(AB) + n (1)

gäsän Sil´westriïn täncäl bi²äär r(A)+ r(En−Ap) ≤ r(A(En−
Ap)) + n = n
Nögöö talaas r(A) + r(En − Ap) ≥ r(Ap) + r(En − Ap) ≥ r(Ap +
En − Ap) = n b) k|m bol r(En − Ak) ≥ r(En − Am) : m = kd bol
En−Am = En−Ak·d = Ed

n−Ak·d = (En−Ak)B tul r(En−Am) =
r((En −Ak)B) ≤ r(En −Ak).
k ∈ N, 1 ≤ k ≤ p − 1 baïg. ∀k, Akp+1 = A baïna. p ∈ P tul
{p + 1, 2p + 1, ..., kp + 1}(modk) = Zk baïna gädgääs ∃t, k|t = qp + 1.
Tägwäl r(En − A) ≥ r(En − Ak) ≥ r(En − At) = r(En − Apq+1) =
r(En −A).

8. det(A+ i
√

xE2) det(A− i
√

xE2) = 0 baïx uqir d = det A, t = trA
gäwäl d = x, t = 0 gäj olno. Iïmd A2 + xE2 = 0 buµu det(A2 +
A + xE2) = det A = x
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12. a) (x + α)5 = x5, x 6= 0 ⇔ (
x + α

x
)5 = 1. Ändääs x + α

x
∈

C \ R, x ∈ C \ R.

w) x1 < ... < xn-üüd n´ P -iïn ¶zguuruud ba yk ∈ (xk, xk+1)-üüd n´
P ′-iïn ¶zguuruud baïg.

β = min{yk − xk, xk+1 − yk/0 ≤ k ≤ n− 1} (xk, xk+1)

interwal bürt 0 < α < β baïx α büriïn xuw´d
g(x) = P (x + α) − P (x)-g awq üz´e. yk n´ (xk, xk+1) dax´ P -iïn
ganc äkstremumyn cäg bilää, tuxaïlbal maxsimumyn cäg gäwäl

g(xk) = P (xk + α)− P (xk) > 0, g(yk) = P (yk + α)− P (yk) < 0

tul ∃Zk ∈ (xk, xk+1), g(Zk) = 0. α ∈ (0, β) ∩ Q-g awaxad bodlogo
bodogdono.
13. Sn büläg An+2-d izomorfoor bagtana gäj xaruulbal bolno.
Sn(1, ..., n), An+2(1, 2, ..., n, n+1, n+2), π = (n+1, n+2) gäe. σ ∈ Sn,

f(σ) =
{

σ, σ täg² orluulga
σπ, σ sondgoï orluulga

f monomorfizm gädgiïg ²algaxad töwöggüï.
14. π = π1...πk, änd πi n´ ül ogtlolcox ciklüüd ba ∃i, πi n´
3-aas bagagüï urttaï gäj üzäj qadna. Tägwäl π(τπiτ

−1)(i) =
k, (τπiτ

−1)π(i) = ` Iïmd π ba τπiτ
−1 n´ baïr solixgüï. Ändääs πi

bür n´ 2 urttaï transpozic baïna. Tägwäl |π| = 2 bolno.
15. ∀g ∈ G bol P g ⊆ Mg = M buµu P g, P n´ M -iïn Silowyn däd
bülgüüd tul ∃H ∈ M, P g = Ph, P gh−1

= P, gh−1 ∈ NG(P ) ⇒ g =
(gh−1)h ∈ NG(P ) ·M buµu G ⊆ NG(P ) ·M .

16. H ⊆ NG(H) tul NG(H) ⊆ H gäj batla¶. ∀g ∈ NG(H), Hg =
H. P ⊆ NG(P ) ⊆ H gädgääs P g ⊆ Hg = H. Ändääs P g ba P -
üüd n´ H-iïn Silowyn däd bülgüüd bolloo. Iïmd ∃h ∈ H, P g =
Ph, P gh−1

= P, gh−1 ∈ NG(P ) ⊆ H. Ändääs g ∈ H.

II xäsäg
5. a) α n´ F = Q(

√
2,
√

3)-d Kwadrat bi²: Xäräw α = c2, c ∈ F
bol ϕ ∈ G(F |Q(

√
2))-iïn xuw´d αϕ(α) = (2 +

√
2)2 · 6 = (cϕ(c))2

bolno. cϕ(c) = NF |Q(
√

2)(c) ∈ Q(
√

2) baïx ëstoï tul
√

6 ∈ Q(
√

2)
zörqild xüräw.
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b) a)-aas [F : Q] = 8 gäj garna. P (x) = Pα|Q(x)-iïn 8 ¶zguur n´
±

√
(2±√2)(3±√3) gäj batal.

w) β =
√

(2−√2)(3 +
√

3) gäe. αβ =
√

2(3+
√

3) ∈ F bolox tul β ∈
E bolno. Busad ¶zguuruud q mön E-d orno, iïmd E|Q ∈ Gal bolno.
G = G(E|Q)-iïn älementüüd n´ α-iïn b)-d buï 8 älementiïn al´
nägd buulgana.
g) σ ∈ G, σ(α) = β baïg. σ(α2) = β2 baïx uqir σ(

√
2) = −√2, σ(

√
3) =√

3 bolno. αβ =
√

2(3 +
√

3)-aas σ(αβ) = −αβ. Ändääs σ(β) =
−α|σ| = 4 gäj üzüülj bolno.

d) g)-täï adilaar τ(α) =
√

(2 +
√

2)(3−√3) gäwäl mön |τ | = 4
bolno. < σ, τ |σ4 = τ4 = 1, σ2 = τ2, στ = τσ3 > gäj batalj bolno.
e) G ∼= Q8- 8 ärämbiïn kwaterniona büläg gäj batalna.
6. σ3(x) = x tul σ3 = e, τ2(x) = x tul τ2 = e gäj garna. Mön
στ = τσ boloxyg ²algaj bolno. Iïmd < σ, τ >= G gäwäl |G| = G
ba G ∼= S3 bolox n´ ilt baïna.

Mädääläl

Mongolyn Oµutny matematikiïn 16-r Olimpiadyn "Onolyn
matematik" angillyn baguudyn tämcään 2007.04.21-nd
MUIS, MKS däär bolloo.

1). x2n + xn + 1 ∈ Z[x] ül zadarna. ⇔ n = 3k gäj batal. (onoo 4)
2). p ∈ P, ε = ei 2π

p baïg. Xäräw täg bi² büxäl too a0, a1, ..., ap−1-
üüdiïn xuw´d a0 + a1ε + ... + ap−1ε

p−1 = 0 bol a0 = a1 = ... =
ap−1 gäj batal. (onoo 4)

3). f(x) ∈ Fp[x], deg f = m ≥ 1, f(0) 6= 0 bol ∃e ≤ qm − 1, f |xe − 1
(onoo 6).

4). S5-d 30 ba 40 ärämbiïn däd büläg baïxgüïg batal (onoo 4).
5). |G| = 60 ba G-iïn Silowiïn 5-däd bülgiïn too n5 n´ 1-ääs ix

bol G ängiïn büläg gäj batal (onoo 8).
Bodloguudyg däw²üülsän C.Da²dorj

I (4) II (4) III (6) IV (4) V (8) baïr
OM-I 2 2 4 onoo, III
OM-II 4 4 6 14 onoo, I
OM-III 2 6 8 onoo, II
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Baguud awsan onootoïgoo proporcionalaar 80000 tögrögiïg xuwaaj
awaw.
I-baïr äzälsän G.Batza¶a axlagqtaï OMII bag ²iljin ¶wax com
awlaa.
Bodoltuud
1. ⇐: Φ3(x) = x2 + x + 1 ba MKII, xuudas 23-yn (6)-aar

Φ3s(x) = Φ3(x3s−1
)

ba MKII, xuudas 68-yn bodlogo 6-aar Φ3s(x) ül zadrax olon gi²üünt
tul x2·3k

+ x3k

+ 1 = Φ3k+1(x) Q däär ül zadarna, iïmd Z däär
ül zadarna.
⇒: n = 3k · n1, k ≥ 1, (n1, 3) = 1 ba n1 > 1 gäj üz´e. Tägwäl
x2n + xn + 1 = Φ3(xn) = Φ3(x3k·n1) ⇒ Φ3(x3k

)|Φ3(x3k·n1) = Φ3(xn)
uqir n´ (m, n) = 1 bol Φmn(x)|Φn(xm) baïdag. Iïmd n1 = 1.

2.

f = a0 + a1x + ... + ap−1x
p−1, Φp(x) = 1 + x + ... + xp−1,

f(ε) = Φp(ε) = 0

tul deg(f, Φp) > 1, (f, Φp)|Φp(x) ba 11.7-5-aar Φp(x) Z däär ül
zadrax tul (f, Φp) = Φp|f ba 11.1-iïn Sanamj 2.-oor
f = k · Φp(x),∃k ∈ Z. Ändääs a0 = a1 = ... = ap−1 = k bolow.
3. Fp[x]/(f) faktor cagiragt täg bi² älement qm−1 ²irxäg biï
ba xj + (f), j = 0, 1, ..., qm− 1 gäsän qm ²irxäg zärägcää angiud n´
faktor cagiragiïn täg bi² älementüüd tul
∃r, s ∈ Z, 0 ≤ r < s ≤ qm − 1, xs ≡ xr (mod f(x)) ba (x, f(x)) = 1
gädgääs xs−r ≡ 1 (mod f). Iïmd f(x)|xs−r − 1, 0 < s− r ≤ qm − 1.

4. H ≤ S5 ba |H| = 30 baïg. [S5 : H] = 120/30 = 4. Iïmd ∃ϕ-
gomomorfizm: S5 −→ S4, kerϕ ⊆ H ba kerϕ ¢ S5 gädgääs kerϕ =
{e} buµu S5 n´ S4-iïn däd bülägtäï izomorf boloxod xürq zörqil
garaw.
5. |G| = 60, n5 > 1, H ¢ G, {e} 6= H 6= G gäe. n5 = 1 + 5k | 60
gädgääs n5 = 6 bolno.

P ∈ Syl5(G), |PG| = |{P x | x ∈ G}| = 6 = [G : NG(P )]

uqir |NG(P )| = 10. Xäräw 5 | |H| bol H G-iïn Silowyn 5 däd
bülgiïg (P -g) aguulax ba H ¢ G tul PG-g bügdiïg n´ aguulna.
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Tägwäl |H| ≥ 1 + 6 · 4 = 25 buµu |H| = 30 gäsän ganc bolomj
baïna. Gätäl H n´ ganc normal Silowyn 5-däd bülägtäï gädgiïg
²uud batalj bolox tul iïm baïj ül bolno.
Xäräw |H| = 6

∨
12 bol ∃M ¢ H, M Silowyn däd büläg.

M ¢ G : x ∈ G bol Mx ¢ Hx = H ba M Silowyn ganc däd büläg
tul Mx = M . Iïmd |H| = 2

∨
3

∨
4 gäj üz´e.

G = G/H, |G| = 30, 20, 15. Al´ q toxiold G-d Silowyn normal
5-däd büläg P biï. Tüüniï bürän äx bür P n´ G-d normal xuwaagq
ba 5 | |P | baïx tul äxniï toxioldloor bolomjgüï µm.
Iïmd G ängiïn büläg.
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